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Theory of Chirality Functions 

The pseudoscalar properties of chiral molecules are object of an algebraic theory, provided a 
proper definition of molecule-classes is given. The analysis of the phenomenon of chirality on those 
classes leads to some specific features of the representation theory for chiralty functions, to a new 
lattice-structure of partions, to properties of permutation groups connected therewith and, finally, 
gives an insight into the structure of approximate points of view for chirality functions.Thus the present 
paper includes pure mathematical aspects. Mathematical theorems which will be stated and proved 
without essential reference to physics will be found in the appendix. The paper itself presents the 
physical phenomenon in the first place and concepts which are offered by the mathematical formalism 
like chirality-order, chirality-index, chirality-numbers, qualitative completeness, shortened Ans~itze, 
active and inactive partitions of ligands etc. give rise to a systematicism, to an insight and to answering 
questions concerning the measurement of properties related to chirality of molecules. The co- and 
contravariant point of view for the transformation behaviour of functions, for instance, gives us two 
possible interpretations in the case of chirality functions. We may understand components of functions 
belonging to irreducible representations of ~ ,  as chirality functions for component mixtures of isomers. 
Thereby projection operators get a physical interpretation as ensembleoperators for mixtures of 
isomers. Chap. 12 drafts applications of the theory given in this paper. First convincing comparisons 
of experimental data for rotatory power of allene derivatives with theoretical values on the basis of 
approximations according to methods given in 8-11 are available and their publication is under 
preparation [4]. Also, mathematical consequences from the definition of the partition-lattice given 
in Chapter 6 will be pursued as far as they are not be found in the present paper. 

Die pseudoskalaren Eigenschaften chiraler Molekfile sind bei geeigneter Ktassifizierung der 
Objekte Gegenstand einer algebraischen Theorie. Die Analyse des Chiralifiitsph~inomens an diesen 
Klassen ftihrt auf darstellungstheoretische Eigenschaften yon Chiralit~itsfunktionen, aufeine Verbands- 
struktur yon Partitionen, auf damit verbundene Aussagen fiber Permutationsgruppen und schlieBlich 
auf eine Strukturanalyse yon Niiherungsans~itzen ffir Chiralit~itsfunktionen. Insofern entNilt die 
vorliegende Arbeit rein mathematische Aspekte. Mathematische Theoreme, die ohne wesentliche 
Bezugnahme auf die physikalische Fragestellung formuliert und bewiesen werden, finden sich im 
Anhang. Im Text steht das physikalische Ph~inomen im Vordergrund, und Begriffe wie Chiralit~its- 
ordnung, Chiralit/itsindex, Chiralit~itszahlen, qualitative Vollstgndigkeit, verkfirzte Ans~itze, aktive 
und inaktive Ligandenpartitionen u.a., die sich aus dem mathematischen Formalismus anbieten, 
dienen der Systematik, der Einsicht und der Beantwortung spezieller Fragen im Bereich der Mel3- 
methoden des Chiralit~itsph~inomens bei Molekfilen (Zirkulardichroismus, Rotationsdispersion usw.). 
So liefern beispielweise der ko- und der kontravariante Standpunkt beim Transformationsverhalten yon 
Funktionen zwei Interpretationsm6glichkeiten bei Chiralit~itsfunktionen. Wir k6nnen niimlich zu 
irreduziblen Darstellungen der ~ ,  geh/Srige Komponenten einer Chiralitiitsfunktion ffir Molekfile als 
Chiralfunktionen fiir zugeordnete Isomerengemische verstehen. Dabei gewinnen Projektions- 
operatoren ffir die Komponenten als Eusembleoperatoren ffir nichtrazemische Isomerengemische 
einen physikalischen Inhalt yon praktischem Nutzen. Kapitet 12 gibt eine rohe Skizze yon Anwendungs- 
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mSglichkeiten der vorliegenden Theorie. Erste fiberzeugende Vergleiche theoretischer Werte nach den 
N~iherungsmethoden aus den Kapiteln 8 - l l  mit experimentellen Daten ftir die optische Aktivit~it yon 
Allenderivaten liegen vor; ihre Publikation befindet sich in Vorbereitung [4]. Ebenso werden mathe- 
matische Konsequenzen der in Kapitel 6 gegebenen Definition des Partitionenverbands, insoweit sie 
hier nicht ausgeftihrt sind, weiter verfolgt. 
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1. Definitionen und Problemstellung 

Eine in e inem Zah lenwer t  erfaBbare Beobach tung  an e inem Molekfi l ,  die 
unabh~tngig yon  der  Lage  und  Or i en t i e rung  ist und  ftir A n t i p o d e n  dense lben  
Betrag,  aber  entgegengesetz tes  Vorze ichen  liefert, sei in U b e r e i n s t i m m u n g  mi t  [7] 
Chi ra l i t~ i t sbeobachtung genannt .  En t sp rechend  vers tehen wir  unter  einer Chira l i -  
t / i t s funkt ion eine p s e u d o s k a l a r e  F u n k t i o n  in Abh~ingigkeit  v o n d e r  speziellen 
N a t u r  der  Molek t i l e  e iner  Molekt i lk lasse .  Sie beschre ib t  also eine Chiralit~its- 
b e o b a c h t u n g  an  den  Molek t i l en  der  Klasse.  Phys ika l i schen  Frages te l lungen  
angepaBt  und  zugleich vor te i lhaf t  im Sinne der  ma thema t i s chen  Behand lung  ist 
es, achi ra le  Molekt i lger i i s te  als K l a s s e n m e r k m a l e  zu w~ihlen. Ver t re ter  aus diesen 
Klassen  s ind also Moleki i le ,  die sich du rch  die N a t u r  der  L iganden  und  deren 
Ver te i lung auf  vorgegebene  Pl~itze eines Molekt i lger t i s ts  unterscheiden.  Die  Ar t  
der  F ix ie rung  der  L i g a n d e n  an  die Geriistpl~itze sei e indeutig,  sie sei an symmetr ie -  
~iquivalenten Ger t i s t s te l len  symmetrie~iquivalent ,  und S y m m e t r i e o p e r a t i o n e n  des 
Molektilge-riists,  die einen Ger t i s tp l a t z  zum F i x p u n k t  haben,  seien auch Symmetr ie -  
ope ra t ionen  fiir den  do r t  f ixierten Liganden .  Wi r  beschr~inken uns auf  achira le  
L iganden  und  er re ichen dami t ,  d a b  Spiegelungen von Molek i i l en  durch  Pe rmuta -  
t ionen  der  L iganden  besch re ibba r  sind. Diese  Vorausse tzungen  sind in zahl re ichen 
F~illen zumindes t  n~iherungsweise erfiillt. Ein Beispiel  fiir chira le  Molek i i l e  mit  
ach i r a l em Ger t i s t  und  achi ra len  L iganden  ist die Klasse  der  Me thande r iva t e  mit  
dem vierb indigen  Koh lens to f f  als Ger i i s t  und  versch iedenar t igen  Liganden ,  deren  
Symmet r i e  die jewei l ige C3v-Unte rsymmet r ie  des regul~iren Te t raeders  enth~lt.  

In  [-7] wurden  zur  a p p r o x i m a t i v e n  Beschre ibung yon  Chira l i t~i tsbeobachtun-  
gen nach  d e m  Pr inz ip  m a t h e m a t i s c h e r  Einfachhei t  zwei M e t h o d e n  zur  Auf- 
s tel lung yon  Chiral i t~i tsfunkt ionen angegeben,  ihre Besonderhe i ten  analys ier t  und 
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far sechzehn verschiedene Molektilklassen vorgeftihrt. Dies e speziellen Chiralit~its- 
funktionen zeigen neben dem klassenspezifischen Transformationsverhalten 
gegentiber der Symmetriegruppe des Molektilgeriists auff~illige Ziige, die uns 
Einsichten in eine klassenspezifische Struktur des Chiralit~itsph~inomens geliefert 
haben und weitere n~iherungsunabh~ingige Fakten vermuten lassen. So hat sich 
aus dem zweiten N~iherungsverfahren der Begriff Chiraliti~'tsordnun 9 ergeben, 
der in dieser Arbeit im Zusammenhang mit den sog. Chiralitdtszahlen nochmals 
zur Sprache kommen wird. Eine kritische Analyse des ersten N~iherungsverfahrens 
machte auf die Bedingungen aufmerksam, unter denen innerhalb einer Molektil- 
klasse ein willkiirfreies Konzept fiir eine Einteilung in enantiomere Teilklassen 
gegeben werden kann. Es zeigte sich, dab nut in Klassen einer dutch Besonder- 
heiten des Gertists ausgezeichneten Kategorie a die dazu notwendige Homo- 
chiralitdtsrelation definierbar ist und also nur in solchen Klassen eine willktirfreie 
Einteilung in Rechts- und Linksmolektile vorgenommen werden kann. Klassen 
der Kategorie b lassen diese Unterteilung ohne chiralit~itsfremde Willktir nicht zu, 
und sie unterscheiden sich von denen der Kategorie a dartiber hinaus in mehrfacher 
und charakteristischer Weise. 

Ein spezifischer Zug von Klassen der Kategorie b zeigt sich in dem allgemeinen 
Befund, dab fiir jede stetige Chiralitiitsfunktion von ligandenspezifischen Variablen 
Wertekombinationen dieser Variablen existieren, die zwar chirale Molektile 
bezeichnen, fiir die die Chiralit~itsfunktion aber verschwindet, sog. chirale Null- 
steIlen. Damit wird der MeBwert Null fiir eine Chiralit~itsbeobachtung an ge- 
wissen chiralen Molekiilen eine unvermeidbare Eigenschaft einer Molektil- 
klasse der Kategorie b (vgl. [-5]). Obwohl die Polynome nach dem ersten Verfahren 
chirale Nullstellen nur dann besitzen, wenn sie unvermeidbar sind, treten, wie wit 
im folgenden zun~tchst zeigen wollen, trotzdem Situationen auf, die Anlag zur 
grundr Kritik am eingenommenen N~iherungsstandpunkt geben. Ent- 
sprechende Bedenken lassen sich auch gegen das zweite N~iherungsverfahren 
anfiihren. 

Wir werden eine Diskussion chiraler Nullstellen an verschiedenen Beispielen 
zun~ichst zur Formulierung eines physikalischen Anspruchs an die Qualit~it einer 
Chiralit~itsfunktion benutzen. Die anschlieBende Ubersetzung dieses Anspruchs 
in eine mathematische Form wird uns zu Formulierungen in der Sprache der 
Darstellungstheorie ftihren. Dabei werden wir Methoden finden, qualitativ voll- 
stdndige Ansiitze, d. h. Ans~itze, die diesem Anspruch gentigen, aufzustellen und 
gegebene Ans~itze hinsichtlich ihrer qualitativen Vollst~indigkeit zu beurteilen. Der 
darstellungstheoretische Aspekt liefert uns dartiber hinaus weitere Einsichten in 
die klassenspezifische Struktur des Chiralit~itsph~inomens, under  verdient, wie 
uns scheint, abgesehen davon rein mathematisches Interesse. Die beiden ur- 
sprtinglichen N~iherungsmethoden aus [7] werden wir im Sinne qualitativer Voll- 
st~indigkeit erweitern, und wit werden sie dann in ihrer urspriinglichen Form als 
verkfirzte Ansdtze mit wohl definierten Vernachliissigungen verstehen k6nnen. 
Eine Diskussion spezieller Molektilklassen im Lichte unserer allgemeinen 
Theorie soll den Abschlul3 bilden. Uns aus der Literatur nicht bekannte Theoreme 
zur Darstellungstheorie und tiber Partitionsdiagramme werden im Anhang 
bewiesen. 
16" 
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2. Kritik an den beiden N~iherungsverfahren aus [7 ]; der Begriff der qualitativen 
Vollst~indigkeit 

Beispiel 1 

Wir beginnen mit einer Klasse der Kategorie b (Fig. 1). Das Molekiilgertist 
besitze die Symmetrie C4v, und die Molekiile der Klasse seien durch die Art von 
Liganden und deren Verteilung auf die symmetrieaquivalenten Geriistpl~itze 1, 2, 
3, 4 unterschieden. 

Fig. 1 

Das Polynom niedrigsten Grades gemiil3 dem ersten N~iherungs- 
verfahren ist (vgl. [7], Klasse 9) vonder  Form 

){(21,22, 23, 24) = (21 -- 23) (22 -- 24) (21 -- 22 q- 23 -- 24).  (1) 

2 i = 2(li) bezeichnet dabei den Parameter 2 ftir den Liganden I i an der Stelle i. 
Chirale Nullstellen sind die LSsungen der Gleichung 

2 1 - 2  2-1-2 3 - 2  4 = 0  

mit den Nebenbedingungen 

21#23, 225~24, 121--221+123--241r 121--24[@122-231#0. (la) 

Die Existenz chiraler Nullstellen ist, wie bewiesen I-5], eine Eigenart aller Chirali- 
t~itsfunktionen zu dieser Klasse; sie ist also nicht eine Besonderheit des Polynoms 
(t). Gemal3 den Bedingungen (1 a) sind die chiralen Nullstellen des Polynoms 
spezielle Kombinationen von Parameterwerten (z. B. 21 = 1, 22 = 2, 23 = 5, 24 = 4), 
und die damit bezeichneten Molekiile sind mit der Wahl des Parameters 2(0 
festgelegt; sie sind, wie die Wahl von 20) auch immer vorgenommen wird, chiral, 
wenn nur verschiedene Liganden durch verschiedene Parameterwerte bezeichnet 
werden. Die Anpassung des Ligandenparameters 2(l) an das Experiment beinhaltet 
also unter anderem, dab die chiralen Nullstellen des Polynoms (1) chirale Molekiile 
bezeichnen, ftir die die experimentellen Werte einer Chiralit~itsbeobachtung 
bestimmter Art klein oder Null sind. 

Achirale Nullstellen, gegeben durch jeweils eine der Gleichungen 

21=23, 22=24, 121--221+123--241=0, 121--241+122--231=0, (lb) 

bezeichnen unabh~ingig vonde r  Wahl des Parameters 2(/) die Gleichartigkeit 
einiger Liganden in achiralen Molekiilen, und der Funktionswert Null beschreibt 
exakt das Resultat einer beliebigen Chiralit~itsbeobachtung. 

Beispiel 2 

Ein zweites Beispiel ftir Kategorie b, die Klasse der Cyclopropanderivate 
(vgl. [7], Klasse 6), zeigt in der Polynomn~iherung charakteristische Unterschiede 
gegeniiber dem ersten (Fig. 2). 
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Fig. 2 

Das Polynom niedrigsten Grades hat die Form 

)~(~1, ,~2, ,~3, ~4, ~5, ,~6): (~1- ~2)(~4- ~6)- (~1- ~.3)(~4- ~5). (2) 

Chirale Nullstellen des Polynoms sind beispielsweise durch 
die Bedingung (2a) gegeben: 

21 = 22 = 23 ,  (2a) 

d. h. es gilt 

Z(21, 21, 21, "~4, 25, "~6) ~- 0 .  (2b) 

Wenn die Geriistpl~itze 1, 2 und 3 mit gleichartigen Liganden, 4, 5 und 6 davon 
und untereinander verschieden besetzt sind, liegen chirale Molekiile vor, und das 
Polynom (2) verschwindet unabh~ingig davon, welcher Art die gleichen und welcher 
Art die iibrigen Liganden sind. Es ist klar, dab dieser Sachverhalt auf die spezifische 
Besonderheit des Polynoms (2) zuriickzufiihren ist und zur Kritik veranlagt. 

Zwar sind chirale Nullstellen eine unvermeidliche Eigenschaft von Chiralit/its- 
funktionen ftir die hier diskutierte Klasse, abet gem~ig (2a) ist es im Gegensatz 
zum ersten Beispiel nicht m6glich, den Parameter 2(/) einer experimentellen 
Situation anzupassen. Bedingung (2a) impliziert die Gleichartigkeit der Liganden 
an den Pliitzen 1, 2 und 3, und eine Chiralit~itsbeobachtung an chiralen Molektilen 
dieser Art wird durch das Polynom (2) jedenfalls mit dem Weft Null beschrieben. 
Dieses Faktum mag zu einer unbefriedigenden Approximation yon Megdaten 
AnlaB geben. Es gibt gewissermal3en ein spezielles Chiralit~itsph/inomen in dieser 
Klasse, charakterisierbar durch (2a), welches mit dem Ansatz (2) grunds~itzlich 
nicht erfaf3t werden kann. Entsprechendes l~il3t sich an dem Polynom (1) far das 
erste Beispiel nicht aussetzen. 

Das zweite Beispiel gibt uns Gelegenheit, auf eine weitere Besonderheit hin- 
zuweisen. Aus einem Molektil mit nur verschiedenartigen Liganden entstehen 
durch Umbesetzungen an den Geriistpl~itzen 1, 2 und 3 sechs isomere chirale 
Molekiile, von denen kein Paar im Verh/iltnis der Enantiomerie steht. Ein Gemisch 
dieser Isomeren unterscheidet sich also yon dem entsprechenden Gemisch der 
Antipoden; es ist nichtrazemisch oder, wie wir sagen wollen, ein chirales Isomeren- 
gemisch. Eine Chiralifiitsfunktion ftir ein solches Isomerengemisch ist unter der 
Annahme einer linearen Superposition von Chiralit~itsbeobachtungen an den 
Komponenten leicht anzugeben. 

Wir bentitzen sp~iter eingehend besprochene Operatoren (9(e), (9((12)), (9((13)), 
(9((23)), (9((123)), (9((132)), die in unserem Polynom dutch die Permutationszyklen 
gekennzeichnete Permutationen der Parameter hervorrufen, so dab dann die 
Chiralit~itsbeobachtung an einem Molektil mit entsprechend permutierten 
Liganden beschrieben wird. Die Chiralit~itsfunktion fiir ein einmolares Gemisch 
~iquimolarer Mengen der oben bezeichneten Isomeren entsteht aus der Chiralit~its- 
funktion ftir ein einmolares Ensemble von Molektilen der urspriinglichen Sorte 
durch Anwendung des Operators 

: ~ {(9(e) + (9((12)) + (9((13)) + (9((23)) + (9((123)) + (9((132))}. 
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Wie man sich durch Nachrechnen leicht tiberzeugt, ergibt sich dabei fiir das 
Isomerengemisch die Identit~it 

~ ( 2 1 ,  22, 23 ,24 ,  25,26)  ~ 0 .  (2c) 

Die Chiralit~itsbeobachtung an dem Isomerengemisch wird also unabh~ingig von 
der Natur der Liganden durch den Wert Null beschrieben, obwohl es sich sicher 
nicht um razemische Gemische handelt, wenn die Liganden verschiedenartig sind. 
Gegen diesen Befund mfissen grunds~itzlich dieselben Bedenken erhoben werden 
wie bei der Diskussion des Molekiils mit gleichartigen Liganden an den Pl~itzen 1, 
2 und 3. 

Im Gegensatz zu den Verh~iltnissen in der vorliegenden Molekfilklasse fiber- 
zeugt man sich am Beispiel 1 durch Probieren, dab zwar chirale Isomeren- 
gemische mit verschwindender Chiralit~itsfunktion existieren, dab die Funktion 
eines solchen Gemischs aber nicht identisch fiJr alle Ligandensorten Null ist. 
Diese Erscheinung ist ebenso unvermeidbar wie die chiralen Nullstellen von 
Chiralit~itsfunktionen fiir Molekiile aus dieser Klasse. 

Beispiel 3 

Als Beispiel ffir die Kategorie a behandeln wir die Klasse der Allenderivate 
(Fig. 3; vgl. [7], Klasse 3). 

Fig. 3 

Z(/~I, 22 ,23 ,  ~4) -~ (21 - ~2) (~3 - ~4)- (3) 

Wir wissen (vgl. [5]), dab far alle Kiassen dieser Kategorie das Polynom des 
ersten N~iherungsverfahrens immer die Form eines Chiralit~itsprodukts - eines 
Produkts Vandermondescher Determinanten - hat und keine chiralen Null- 
stetlen besitzt. Eine Kritik im bisherigen Sinn kann sich daher hSchstens auf 
Isomerengemische beziehen, die ftir ein Sortiment verschiedenartiger Liganden 
nicht razemisch sind und unabhgngig yon der Natur der Liganden durch eine 
verschwindende Chiralit~itsfunktion beschrieben werden. 

Ein solches Gemisch ist durch Fig. 4 veranschaulicht: 

1 
3 

Fig. 4 
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Die Chiralit/ i tsfunktion daffir ergibt sich durch Anwendung des Operators  

= �89 {(9(e) + (9((234)) + (9((243))} 

auf das Po lynom (3) und gentigt der Identit~it 

~ Z ( / ~  1,/~2, ~3 ,  ~4)  = 1 {('~1 - -  "~2) ('~3 - -  ~4)  § ()~1 - -  )~4) (/~2 - -  ~3)  § ('~1 - -  J~3) (/~4 - -  "~2)} ~ O.  

(3a) 

Wir haben in [7] solche linearen Beziehungen Addi t ionstheoreme genannt.  Es 
ist klar, dab die Identit~it (3a) ebenso wie (2a) im Beispiel 2 zur Krit ik an dem 
Polynomansa tz  Veranlassung gibt. 

U m  zu zeigen, dab die besprochenen Unzul/inglichkeiten auch an den An- 
s~itzen nach dem zweiten Verfahren festzustellen sind, dab bei einer Molektil- 
klasse die Kri t ik fiir beide Verfahren aber verschieden ausfallen kann, wenden 
wir uns nochmals  dem Beispiel 2 zu. 

Beispiel 2' 

Die Chiralit~itsfunktion des zweiten Verfahrens fiir die Klasse der Cyclo- 
propander iva te  (vgl. Fig. 2) hat die F o r m  (vgl. Klasse 6) 

2(1~, 12,13,14,15 ,/6) = q)l (1D 15) § (Pl (12,/6) § (Pl (/3,14) -- (Pl (11,16) -- q~l (12,14) -- ~oa (13,15) 

+q)2(ll,12)+fpz(12,13)+tp2(13,10-~Oz(14,ls)-q)2(ls,16)-~o2(16,14), (2d) 

wobei ~01 und (P2 Funkt ionen  mit unterschiedlichem Transformat ionsverhal ten  
sind: 

q)l(li, lk):  q)l(lk, li), q)2(li, lk):  --q)2(Ik, li). 

1 i repr~isentiert charakterist ische Variable fiir den Liganden mit der Ziffer i 1 
Die den chiralen Nullstellen (2a) entsprechende Bedingung bezeichnet ebenso 
wie dor t  Molekiile mit  gleichartigen Liganden an den Stellen 1, 2 und 3; sie lautet 
also 

l~ = l 2 = 13 (2a') 

und fiihrt im Gegensatz  zu (2 b) auf keine Nullidentigit :  

2(11, ll, ID 14, 15, 16) = --q)2(/4,/5) -- q)2(15, 16) -- (P2(/6,/4) ~ 0.  (2e) 

Bedingung (2 a') veranlaBt demnach  nicht zur Krit ik am zweiten Verfahren. 

Beispiel 4 

Die Klasse der Oktaederder ivate  (vgl. [7], Klasse 15 2) sei als letztes Beispiel 
angefiihrt (Fig. 5). 

1 Das  zweite Verfahren  setzt nicht  no twendig  die Beschre ibbarkei t  des Ligandeneinflusses durch  
einen Ligandenparameter voraus. 

2 In der Tabelle aus [7], Klasse 15, befindet sich ein Druckfehler. Der Eintrag in der letzten Spalte 
ist zu ersetzen durch: "~ Ansatz 1 mit b = a. 
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Fig. 5 

E. Ruth und A. Sch6nhofer: 

Wir beziehen uns auf die Ausdrticke nach den beiden Verfahren 
in [7], S. 106-107, und diskutieren die Bedingungen 

21 = 22, 23 = 25, 24 = 26 
bzw. (4) 

11 = 12, 13 ---- ls, 14 --= 16 . 

Dabei vereinfachen sich die Chiralit~itsfunktionen zu 

~(21, 21, 23, 24, 21.3, 24) ----- (b - a) (23 - 24) 2 (21 - 24) 2 (2a - 23) 2 (4a) 

bzw. 

2(11, 11, 13, 14, 13,/4) ~ O. (4b) 

Wie aus (4a) ersichtlich, sind Molektile gem/il3 (4) chiral, wenn nicht gleichartige 
Ligandenpaare vorkommen. Der Ansatz nach dem zweiten Verfahren ftihrt zur 
IdentitM (4b). Diese repr/isentiert chirale Nullstellen der kritisierten Art. 

Fiir ein Gemisch aller Isomeren, die sich durch Vertauschung von Liganden 
an den Geriistpl~itzen I und 2 bzw. 3 und 5 bzw. 4 und 6 unterscheiden, wird die 
entsprechende Chiralit~itsfunktion des zweiten Verfahrens ebenfalls identisch in 
den Ligandenarten Null. In Formeln: mit 

= ~ {(9(e) + (9((12)) + (9((35)) + (9((46)) + (9((12)(35)) 

gilt 

+ (9((12) (46)) + (9((35) (46)) + (9((12) (35) (46))} 

~ Z ( I 1 , / 2 ,  13, 14, 15,/6) = 0 -  (4c) 

Ein Isomerengemisch dieser Art mit einem Sortiment ungleichartiger Liganden 
ist chiral. Da sich, wie die nachfolgenden Untersuchungen zeigen werden, kein 
chirales Isomerengemisch und kein chirales Molektil mit teilweise gleichartigen 
Liganden finden l~il3t, far das die Chiralit~itsfunktion nach dem ersten Verfahren 
identisch in den Ligandenarten den Wert Null liefert, k6nnen wir zusammenfassend 
sagen: Die Klasse der Oktaederderivate gibt Anlal3 zur Kritik am zweiten Ver- 
fahren, aber nicht am ersten. 

Uns aus der Literatur bekannte Anweisungen, Regeln und theoretische An- 
s~itze (Oktantenregel, Quadrantenregel, Sektorenregel, MO-Verfahren, principle 
of pairwise interactions) zum Verstiindnis yon Chiralit~itsbeobachtungen (Rota- 
tionsdispersion, Zirkulardichroismus) passen sich in den Rahmen der beiden 
in [7] abgehandelten N~iherungsverfahren ein und unterliegen dementsprechend 
derselben Kritik. Es ist die Absicht einer folgenden Arbeit, Ans~itze dieser Art, 
d. h. Ans~itze zum konkreten physikalischen Ph~inomen zu kritisieren, wenn die 
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hier angezogenen Bedenken durch ein wohlfundiertes Konzept ersetzt sind, mit 
dem die Struktur eines Ansatzes ohne derartige Schw~ichen exakt definiert und 
damit zugleich die Qualit~it eines speziellen Ansatzes hinsichtlich der vorgetra- 
genen Bedenken beurteilt werden kann. 

Wenn wir die bisherige Analyse zusammenfassen, so ergibt sich folgendes Bild: 
Obwohl chirale Nullstellen von Chiralit~itsfunktionen eine unvermeidbare 

Eigenschaft gewisser Molekiilklassen sind, mul3 ein N~iherungsansatz, in dem sie 
eine bestimmte Verteilung gleichartiger Liganden auf die Gertistpl~itze in chiralen 
Molekfilen bezeichnen, hinsichtlich seiner Allgemeinheit kritisiert werden; denn 
offensichtlich werden in solchen Fallen gewisse Chiralit/itsph~inomene grund- 
siitzlich nicht und damit das Ph~inomen in seinem vollen Umfang nur teilweise 
erfal3t. Der Vergleich der Identit~itsbeziehungen (2b) und (2c) einerseits und (4b) 
und (4 c) andererseits weist darauf hin, dab aus dem Versagen eines Ansatzes fiir 
chirale Molekfile mit teilweise gleichartigen Liganden im allgemeinen auch das 
Versagen der entsprechenden Chiralit~itsfunktion fiir ein chirales Isomeren- 
gemisch mit verschiedenartigen Liganden folgt. Andererseits zeigt Beispiel 3, 
dab eine Chiralit~itsfunktion fiir ein chirales Gemisch yon Isomeren m6glicher- 
weise identisch Null ist, obwohl sie fiir Ensembles einheitlicher Molekiile iiber- 
haupt keine chiralen Nullstellen hat. Auch diese Besonderheit ist unbefriedigend. 
Nur in extremen Ausnahmef~illen wird eine Chiralit~itsbeobachtung an chiralen 
Isomerengemischen mit einem bestimmten Mischungsverh~iltnis bestimmter 
Komponenten unabh~ingig vonder Art der Liganden den Mel3wert Null liefern; 
dies w~ire ein aul3erordentlich unwahrscheinlicher Zufall. Wir sehen daher eine 
Chiralit~itsfunktion dann als geniigend anpassungsf~ihig an, wenn sie diesem 
Zufall allenfalls durch Spezialisierung ihrer allgemeinen Form Rechnung tr~igt, 
wenn sie also solche Besonderheiten a priori nicht hat, und definieren: 

Eine Chiralitiitsfunktion ffir Molekiile einer Klasse heiflt qualitativ vollstgindig, 
wenn es kein chirales Gemisch yon Isomeren gibt, so daft die durch lineare Super- 
position entstehende Chiralitiitsfunktion fiir das Gemisch unabhiingig yon der 
Natur der Liganden identisch den Wert Null liefert 3. Entsprechend heiflt ein 
Ndherungsansatz Jfir Chiralitiitsfunktionen qualitativ vollstiindig, wenn er in 
seiner allgemeinen Form diese Bedingun 9 erfiillt. 
Die qualitative Vollstiindigkeit eines Ansatzes ist nach dieser Definition also 

eine Eigenschaft, die sich auf einen Allgemeinheitsanspruch in der Beschreibung 
realer physikalischer Chiralit~itsbeobachtungen grtindet. Wir haben diesen 
physikalischen Anspruch als mathematisches Prinzip zu formulieren, um qualitativ 
vollst~indige Ans~itze aufstellen und vorliegende Theorien fiber Chiralit~its- 
funktionen von speziellen Phiinomenen (optische Aktivitiit, Zirkulardichroismus) 
nach dem Kriterium ihrer qualitativen Vollst/indigkeit beurteilen zu kiSnnen. 
Zu diesem Zweck und um die Konsequenzen in ihrem vollen Umfang zu fiber- 
sehen, ist es n6tig, zun~ichst einen geeigneten Formalismus fiir die mathematische 
Handhabung yon Molekfilen einer Klasse, Isomerengemischen und ihren 
Chiralit~itsfunktionen zu entwickeln. Wir werden davon spiiter mehrfach profi- 
tieren. 

3 Es sei bemerkt, dab der einzige Funktionswert, der identisch in der Variation der Liganden 
konstant sein kann, die Null ist, denn durch Variation erhalten wir auch das entsprechende Gemisch 
der Antipoden und damit einen Vorzeichenwechsel der Chiralit~itsfunktion. 
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3. Geordnete Molekiile und Ensembleoperatoren 

Wir identifizieren die Ziffern der von 1 bis n numerierten Geriistpl~itze eines 
Molekiilgeriists mit den Zeilenziffern einer n-reihigen Spaltenmatrix. Mit den 
Symbolen li ftir numerierte Liganden (1 < i < n) repriisentiert dann eine Spalten- 
matrix 

L =  12 

umkehrbar eindeutig eine bestimmte Verteilung von numerierten Liganden auf 
die numerierten Pl~itze des Geriists; sie repr~isentiert, wie wir sagen wollen, ein 
geordnetes Molekiil, und zwar jenes, in dem Ligandenziffern und Platzziffern 
iibereinstimmen. Durch l m6ge andererseits die Art eines Liganden, durch li 
also die Art des Liganden mit der Ziffer i charakterisiert sein, d. h. die l~ werden 
als Variable betrachtet, und eine Gleichung l~ = Ik bezeichnet die Gleichartigkeit 
der Liganden i und k. Eine durch einen Zahlenwert erfal3bare Eigenschaft des 
Molekiils in Abh~ingigkeit vonder Natur der Liganden und deren Verteilung auf 
die Gerfistpl~itze wird damit in der vereinfachten Form darstellbar: 

~o(11,12 . . . . .  l,) = (p(IL). 

Der senkrechte Strich in der Klammer dient zur Unterscheidung des Arguments 
der Funktion von Symbolen vor dem Strich, die sp~iter zur weiteren Kenn- 
zeichnung der Funktionen gebraucht werden. Diese M6glichkeit der Bezeichnung 
wird sich im folgenden bew~ihren. (p(IL) soll per definitionem nicht yon der Lage 
und Orientierung des Molekiils abh~ingen. Daher kann diese Funktion auch eine 
Beobachtung an einem Ensemble statistisch orientierter geordneter Molekfile 
repr~isentieren, wobei wir die lineare l~berlagerung yon Beobachtungen an Teil- 
ensembles zur Beobachtung am ganzen Ensemble voraussetzen. L mag also auch 
als Repr~isentant eines solchen Ensembles gelten. Von dieser Auffassung wollen 
wir in der Hauptsache Gebrauch machen. Wir werden, da MiBverst~indnisse aus- 
geschlossen sind, L als Symbol ftir die Spaltenmatrix, als Symbol fiir das ent- 
sprechende geordnete Molekiil bzw. fiir eine einmolare Menge solcher Molekiile 
verwenden. Die Elemente der symmetrischen Permutationsgruppe ~n sollen als 
Operationen an geordneten Molektilen auf die numerierten Gertistpl~itze bezogene 
Permutationen der Liganden hervorrufen. Das aus L durch die Permutation 61 
entstehende geordnete Molekiil sei mit 61 L bezeichnet, die anschlieBende Permuta- 
tion 62 fiihre auf 62olL. Fiir entsprechend bezeichnete Spaltenmatrizen gilt 
demnach 

62 61 L = 62(61 L) -- 62 D(~I)L = D(62) D(61)L = D(~2 61)L, 

wobei D(6) Matrizen der n-dimensionalen Permutationsdarstellung der ~n sind. 
Deckoperationen fifir das Molekfilgeriist rufen am geordneten Molekiil 

Ligandenpermutationen hervor, wenn diese Operationen zwar am Liganden- 
system, nicht aber am Geri.ist vorgenommen werden. Die Gruppe ~ der Deck- 
operationen des Molekfilgerfists wird dabei homomorph auf eine Untergruppe 
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der ~ ,  und die Symmetrieuntergruppe der Drehungen ~ auf eine Untergruppe 91 
der ~ abgebildet. Es gilt also 

( 5 ~ /  mit ~_c(5 und 
~) ~,-~ 91J 

Nut fiir ein chirales Geriist gilt ~ = (5, und im Falle eines achiralen Gertists, 
wenn ~ also echte Untergruppe yon (5 ist, kennzeichnet die Bedingung 91 = 
eine Klasse ohne chirale Molekiile (vgl. [7], S. 93). Daraus folgt: 

Far eine chirale Molektilklasse mit achiralem Geriist und nur daftir ist 91 echte 
Untergruppe yon ~, und zwar Normalteiler vom Index 2. 

Die Zahl unterscheidbarer Objekte reduziert sich, wenn wit an geordneten 
Molekiilen die Gertist- und Ligandenziffern ign0rieren, wenn wit also nur physi- 
kalisch reale Unterschiede beachten. Dabei verlieren geordnete Molektile ihre 
Unterscheidungsmerkmale genau dann, wenn die Unterschiede auf Permutationen 
ihrer Liganden aus der Untergruppe 91 oder auf Permutationen gleichartiger Li- 
ganden zuriickzufiihren sind. Die Nichtbeachtung von Geriistziffern allein ftihrt 
bei geordneten Molekiilen mit einem bestimmten Ligandensortiment zu einer 
Einteilung in Klassen nicht mehr unterscheidbarer Objekte. Verschiedene Klassen 
entsprechen verschiedenen Isomeren, falls die Liganden des Sortiments alle ver- 
schiedenartig sind. Es ist notwendig, den AbstraktionsprozeB auf das physikalisch 
Reale zun~ichst nut insoweit vorzunehmen, als er der Nichtbeachtung yon Gertist- 
ziffern entspricht, d.h. Ligandenziffern zu beachten und damit Aussagen zu 
diskutieren, die ftir Molektile giiltig sind, welche ausschlieBlich verschiedenartige 
Liganden enthalten. 

Fiir Molekiile mit numerierten Liganden bzw. far Isomere zu einem Sortiment 
ausschlieBlich ungleichartiger Liganden gilt: 

Die geordneten Molekiile der Menge {~iL} mit ~e91 repr~isentieren bei 
gegebenem ~i ein Molekiil, und zwei derartige Mengen {~o~L} und {~jL} 
repr~isentieren verschiedene isomere Molekiile, falls ~ und ~j nicht derselben 
Rechtsnebenklasse von 9l angeh6ren. Falls ~z=~'oi mit einem 6' aus der 
Nebenklasse von 91 in ~ gilt, repr~isentieren die beiden Mengen ein Enantio- 
merenpaar. 

Obwohl nut die tats~ichlich unterscheidbaren Isomeren interessieren, k6nnten 
wir die beabsichtigte Analyse ohne den Begriff des geordneten Molektils nicht 
durchftihren. 

Die Auffassung von L als Repr~isentant eines einheitlichen Ensembles geord- 
neter Molektile erlaubt die Beschreibung eines Gemischs von isomeren geordneten 
Molektilen ~L mit den molaren Konzentrationen a(~) dutch die formale Summe 

Z ; 
~E~n 

wir interpretieren die entsprechende Linearkombination von Spaltenmatrizen 
als das Resultat der Anwendung eines Operators a auf L gemiil3 

~ =  Z a(~)v, ~ L =  Z a(o)~L= Z a(o)D(o)L. 
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Entsprechend der Zuordnung L ~ ~ L  nennen wir ~ einen Ensembleoperator. Seine 
Koeffizienten a(~) bezeichnen das Mengenverh~iltnis der durch die Liganden- 
permutationen ~ entstehenden Komponenten ~L in einem Gemisch ~ L  isomerer 
geordneter Molektile. Aus methodischen Griinden - wir werden sehen, dab die 
SchluBfolgerungen physikalisch sinnvoll bleiben - wollen wir komplexe Konzen- 
trationen a(o) zulassen und stellen damit fest: 

Jedes Element der Gruppenalgebra der ~ ,  repriisentiert einen Ensemble- 
operator ffir geordnete Molekiile. Alle m6glichen Ensembles isomerer geord- 
neter Molekiile gehen aus einem vorgegebenen einheitlichen Ensemble durch 
Anwendung eines entsprechenden Ensembleoperators hervor. 

Damit ist die Aufeinanderfolge zweier Operationen aus der Gruppenalgebra der 
~ ,  durch 

~(dL) = ( ~ ) L  = ~ d L ,  

d. h. auch die Anwendung eines Ensembleoperators auf ein Gemisch yon isomeren 
geordneten Molektilen erklgrt. 

Der spezielle Ensembleoperator 

1 
~ = ~ Z ~ ; 1911 = Ordnung der Gruppe 91 ; / ~  = fin 

repr~isentiert wegen 

~ / ~ L = f i ~ L  ffir ~ 9 1  

den Ubergang yon einem einheitlichen Ensemble zu einem ~iquimolaren Gemisch 
geordneter Molekiile, das sich zufolge der Operation ~ e 9l nicht iindert, bei 
Verzicht auf die Geriistziffern nicht mehr als Gemisch erkennbar und vom ur- 
sprtinglichen Ensemble L nicht mehr unterscheidbar ist. Entsprechend ist das 
Ensemble//~,~L wegen ~ ;~  ~ L  = fi~ ~ L  fiir ~ ~ 91 unempfindlich gegen Permuta- 
tionen aus 91 und nicht vom Ensemble ~ L  unterscheidbar, wenn wir die Gertist- 
ziffern ignorieren. Wir sehen daher in der Zuordnung 

eine Abstraktion auf die physikalisch relevante Struktur eines Ensembleoperators, 
in der vom Ligandensortiment unabh~ingige Eigenschaften yon Isomeren- 
gemischen zum Ausdruck kommen. Dies zeigt sich besonders deutlich bei einer 
Umformung v o n / ~  ~. 

Mit einem Repr~isentantensystem {oj}, j = 1, 2, ..., z fiir die Rechtsnebenklassen 
yon 9l in ~ ,  k6nnen wir niimlich schreiben 

aeSn  ~91  j = l  j = l  

wobei die 

d(vj)= ~ a(v~j) far j = l , 2  . . . . .  z 
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in .7 die Mengenanteile der Komponenten von ~L oder f i ~ L  entsprechenden 
Isomerengemischen bezeichnen, solange L einem Sortiment ausschlieBlich ver- 
schiedenartiger Liganden entspricht. Am Ensemble ,zL bzw.//~ ~zL bleiben diese 
Komponenten wegen der Bezifferung der Liganden auch bei Sortimenten mit 
teilweise gleichartigen Liganden unterscheidbar. 

Ftir chirale Molekiilklassen mit achiralem Geriist - d. h. also, falls 9l Normal- 
teiler vom Index 2 in ~ ist - enth~ilt der Obergang ~---,,7 weitere Informationen. 
Wir gehen von einem Repriisentantensystem gk far die Rechtsnebenklassen yon 

in der ~ ,  aus und stellen mit einem Element ~' aus der Nebenklasse von 91 
in ~ ein Repriisentantensystem far die Rechtsnebenklassen yon 91 in der ~ ,  her: 

Z 
gk, J g  k mit k = l , 2  . . . . .  ~- ;  

damit erhalten wir ,7 in der Form 

2 

,7 = / ~  ~ (a(4)4 + a(~'4)~'4} �9 
k = l  

Da die Operation o' den fJbergang zum Spiegelbild bewirkt, bezeichnen also 
g(dk) und -d(~'dk)jeweils Mengenanteile yon Antipoden in *TL und yon enantiomeren 
Komponenten eines Isomerengemischs, falls nicht wegen der Gleichartigkeit 
gewisser Liganden die Chiralit~it der Komponenten verschwindet. 

Bei der Diskussion yon Chiralit~itsfunktionen werden wir auf den Operator 
1 , = 1  f ~ = ~ { f ~ - ~  f~} { / ~ - f ~ ' }  mit der Eigenschaft /~2=fx gefiihrt. Seine 

Anwendung auf einen beliebigen Ensembleoperator fahrt wegen fix f~  = fz  und 
6 r2 ~ ~'~ ZU 

1 2 

/~x~ = f~*7= 5- {/~ - f ~ ' }  }' (a(~)lk + a(~r4)~'4} 
k = l  

2 

= fx ~ ( a ( 4 ) -  a(o%)} 4 -  
k = l  

Die zuletzt angegebene Form des Produkts zeichnet sich dadurch aus, dab die 
Gruppenelemente des rechten Faktors aus verschiedenen Rechtsnebenklassen 
jener Gruppe ~ stammen, zu der alle Gruppenelemente des linken Faktors 
gehiSren. Aus diesem Grund folgt aus dem Verschwinden des Produkts das Ver- 
schwinden des rechten Faktors, und aus fx 'z  = 0 folgt daher die Gleichheit der 
Antipodenkonzentrationen: -d(gk)= a(O'r Umgekehrt folgt aus diesen Gleichun- 
gen fix ~ = 0. Wir haben damit die Aussage: 

Genau dann, wenn gilt f ix~=0,  repr/isentiert ~L  far beliebiges L ein 
razemisches Gemisch. 

Die Gruppeneinheit in der Form 

= fx + (* - f~) 

liefert far ein beliebiges Element a~ der Gruppenalgebra die Zerlegung 
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und wir nennen 

und 
fiz ~ =/ex y die chirale / 

(. - fix) ~ = ~ - fiz y die achirale 
Komponente des Ensembleoperators ~z. 

4. Chiralit~itsfunktionen fiir Isomerengemische 

Aus mehreren Grfinden, insbesondere aber zur mathematischen Formu- 
lierung des Begriffs qualitativ vollst~'ndig haben wir yon Permutationsoperatoren 
Gebrauch zu machen, die auf Funktionen wirken. Wir unterscheiden zwischen 6 als 
Permutationsoperator ffir numerierte Liganden an numerierten GerListpl~tzen und 
einem Operator C(6) for Funktionen und bezeichnen transformierte Funktionen 
durch das Symbol 6 links vom Trennstrich der Klammer in folgender Weise: 

~(6 -1) r = r L) 
und (5) 

(9(r ~) {0(6-1) r I L)} = (9(r -a 6- ~) r = r L). 

Wir definieren die Anwendung yon 0(6) gem~ig 

(9(6-1) ~o(IL) = ~o(61 L) ~ ~o([oL) (5a) 

durch den Vergleich der Funktion ~o(61 ) des Arguments L mit der Funktion ~o( I ) 
des Arguments 6L. Es ist niitzlich, hier und im folgenden statt des Gleichheits- 
zeichens die Aquivalenzrelation ~ zu verwenden, um zwischen Ausdriicken 
unterscheiden zu k6nnen, die zwar im Sinne einer gew6hnlichen Gleichheits- 
beziehung formal iibereinstimmen, aber verschieden interpretiert sind und sich 
daher im allgemeinen verschieden transformieren. G1. (5 a) bleibt allgemein nicht 
giiltig, wenn wit auf beide Funktionen denselben Operator (9(r -1) anwenden. 
Es ergibt sich namlich 

einerseits (fl(r [t)=(9((6g)-l)~o( [L)=~o(6glL)^-q~( [6gZ), 

andererseits C(r 1) ~o(IoL) = ~o(r ~ ~o([g6L). 

Die Operatoren 6 und (9(o) sind Elemente isomorpher Gruppen ~n und ~,(C). 
Gem~ig (5a) entspricht der Obergang vom Operator fiir eine Funktion zum 
Operator fiir das Argument der Funktion einer invers isomorphen Zuordnung 

Man erh~lt ftir die Elemente aus den beiden Gruppenalgebren eine entsprechende 
Zuordnung 

: ~ a(6)6+-~d = ~ a(6) (9(6- i) = ~ a(6- i) (9(o), (7) 

wenn man gem~iB (9) Elemente aus der Gruppenalgebra der ~,((9) als lineare 
Operatoren auf Funktionen erklart. Transformierte Funktionen werden einer 
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Verallgemeinerung yon (5) entsprechend bezeichnet: 

d~o( IL)= cp(~IL) ; (8) 

( d + ~ ) q o (  I L ) = d c p (  IL)+~cp(  IL)=cp(a, IL)+~o(r (9) 

~ r  = d~o(r I L) = cp(r I L) 

und k~(a  I L) = cp(ka I L) fiir komplexe Zahlen k. 
Aus (5 a) erhalten wir damit die Gleichung 

d<p( IL)--cp(~IL)= ~ a(o)q~(olL)~ ~ a(o)<p(IoL). (10) 
~ n  v e i n  

Die Schreibweisen auf beiden Seiten des Zeichens ~ in (10) beinhalten unter- 
schiedliche Auffassungen am gleichen mathematischen Ausdruck. Rechts steht 
eine dem Ensemble z~L = ~ a(~)~L entsprechende Linearkombination gleicher 
Funktionen verschiedener Argumente (geordneter Molekiile) ~L; sie repr~isentiert 
die lineare Llbertagerung einer bestimmten Beobachtung an den Komponenten 
eines Gemischs. Links steht eine dem Gemisch entsprechende Linearkombination 
verschiedener Funktionen q)(~l ) desselben Arguments L, die mit q)(z~ I ) bezeichnet 
ist. G1. (10) gibt uns die M6glichkeit einer formalen Obertragung des am Isomeren- 
gemisch formulierten Begriffs quaIitativ vollstiindi9 auf darstellungstheoretische 
Eigenschaften einer Chiralit~itsfunktion. 

In unserem Formalismus kennzeichnen eine Chiralit[itsfunktion folgende 
Eigenschaften: 

C(o -1) q~(IL)--~o(olL) = r f i i r a l l eoeTt ,  

(9(~'- 1) <p(IL) = <p(o'IL) = - <p(IL) ffir alle 6' aus der Nebenklasse von 9~ in ~ ; 

mit dem fiz zugeordneten Projektionsoperator 

~Egl 

ist eine Funktion q)(IL) genau dann Chiralit~itsfunktion, wenn gilt 

~z~o( I L )=  ~o(/,zlL)= r 

Damit folgt fiir den Ausdruck auf der rechten Seite des Zeichens ~ in (10) 

~ X a(~)q,( I~L)= Y~ a(~)~0(I~L), 
d . h .  ,e| .~| 

~, a(v)(p(IoL) ist die Chiralit/itsfunktion fiir das Ensemble z~L mit dem 
~ E ~  n 

Ensembleoperator e = y '  a(~)v. 
~ E ~  n 

Andererseits findet man mit den Operatoren sur und sC(C(e)-Nz) fiir die Aus- 
driicke links vom Zeichen -~ in (10) 

�9 ~ ( I L )  = ~ ' , ~  <p(IL) = r [L) = r I L ) =  ,;o(Y. I L) 

und 
. ~ ' ( o  (.)  - ~ )  r I L)  = ~o ((~ - ,~.) ~ I L)  = ~o (~  I L)  - q,(~ I L)  = O. 
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Daraus folgt ftir die Chiralit~itsfunktion zum Ensemble ~L bzw. (e-fz)c~L 
wegen (10): 

Ffir eine beliebige Chiralitiitsfunktion zu einem Ensemble z~L ist nur die 
chirale Komponente fz  z~L = fix ~L bestimmend. Zur achiralen Komponente 
(~- fix)eL gibt es keine von Null verschiedene Chiralit~itsfunktion. 

Die Umkehrung der letzten Aussage ist evident: 

Wenn jede Chiralit~itsfunktion fiir einen Ensembleoperator a~ identisch ver- 
schwindet, ist z~ ein achiraler Ensembleoperator; dann gilt also ( e -  fz),z =a,. 

Damit ist die Berechtigung der Begriffe chirale und achirale Komponente eines 
Ensembleoperators aufs neue best~itigt. 

Entsprechend unserem Programm, die qualitative Vollst~indigkeit auf der 
Basis yon mathematisch-formalen Eigenschaften einer Chiralit~itsfunktion q~(IL) 
zu definieren, stellen wir die Frage nach den strukturellen Besonderheiten einer 
Chiraliffitsfunktion, die notwendig und hinreichend dafiir sind, dab ftir keinen 
chiralen Ensembleoperator z~ = ~ a(o)a die Chiralit/itsfunktion des Ensembles 
~2 a(o) r identisch verschwindet. Wegen (10) stellt sich die Frage in der Form: 

Fiir welche q)(IL) : ~xq~(IL) gilt zu jedem ~ mit fiz~ r 0 die Ungleichung 
r IL) ~ 07 

Zur Beantwortung verwenden wir die Projektions- und Wechseloperatoren 
f!0 bzw. ~[~) ftir die irreduziblen Darstellungen Fr der symmetrischen Permuta- 

U 

tionsgruppe ~ ,  bzw. ~,(C9) und beziehen uns dabei auf reelle orthogonale Dar- 
stellungsmatrizen, was fiir die irreduziblen Darstellungen einer symmetrischen 
Gruppe immer m/Sglich ist. Mit der Bezeichnung Dl~)(v) ftir Matrixelemente 
reeller orthogonaler Matrizen der Darstellung Y, yon der Dimension n~ lautet die 
Definition: 

n r  /'/r 
fl}) = n ! ~| ~ DI~)(o)~ bzw. ~'{:)'J = --n ! o~.Z DI~)(~ C9(~). 

Dabei gelten die Multiplikationsregeln 

ft~)zr .~ zr bzw. ~r -s ~(') (11) hi ]'~jk - -  Urr '  u i j ] ' ~ h k  J hi J j k  v i j ~ "  hk " 

Da fl~ ) bzw. ~[~) Elemente aus der Gruppenalgebra der ~ ,  bzw. ~,((9) sind, k6nnen 
sie als spezielle Ensembleoperatoren gelten, und wegen 

Z D)~)(~) e(v)= Z DI~)(o) (~(v-l) 
a E ~ n  ~ e ~ n  

folgt 

I L )  = IL)  �9 

Entsprechend der Zuordnung (7) gilt also 

und damit 

r i , j = l  r 

nr 

~, a!0.~!9 (12) - - t j  - j t  
i , j =  1 
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wobei auger den Koeffizienten al~ ) nur reelle Gr6gen auftreten. (12) zeigt die Zer- 
legung eines beliebigen Ensembleoperators ~ bzw. ~ '  in Komponenten beztiglich 
der irreduziblen Darstellungen der Gruppe ~ ,  bzw. ~,((9). Wir ben6tigen die 
spezielle Form einer solchen Zerlegung ftir die chirale Komponente fiz a bzw. 

Zu diesem Zweck zerlegen wir zun~ichst die Operatoren fix und ~z und w~ihlen 
dazu ein spezielles Koordinatensystem so, dab jede irreduzible Darstellung F~ von 
~ ,  in reeller, orthogonaler Form vorliegt und bei Subduktion auf ~ in reell-irredu- 
zible Darstellungen von ~ zerfallt. Dies ist ftir die Gruppe ~ ,  immer m6glich. Die 
Basisvektoren zur Chiraliditsdarstellung F z von ~ (= pseudoskalare Darstellung 
von (5, d. h. Z(O) = + 1 flit v E 9l und Z(V') = - 1 fiir 6' aus der Nebenklasse von 91 
in | seien durch die Indizes 1, ..., z~ bezeichnet; die Zahl z~ gibt also an, wie oft 

nr  

F z in F~ enthalten ist. Mit den Projektionsoperatoren fi(~)= ~ /zl[ ) bzw. 
n~ i =  1 

~{~)= ~, ~[)  folgt daher ftir ~z bzw. ~x die Zerlegung 
i = 1  

Zr  Zr  

~ :  ~ y , / '  = y, Z ~I~ ) bzw. ~ :  ~ y, ~(')= y, y, ~ ; ) ;  (13) 
r r i = 1  r r i = 1  

wegen der Multiplikationsregeln (11) gilt 

) fiir i<z~ ~. ~(r.)= Fu = 
Fz'~" 0 fiir i > z  r 

{~ !0 fiir j<z~ 
A . F )  A = F u  
/~UFZ 0 fiir j>z~  

bzw. Entsprechendes fiir die N}~). 

Demnach reduziert sich die Zahl der Komponenten far den chiralen Tei l /zz~ 
eines Ensembleoperators ~ bzw. f[ir den zugeordneten Operator d ~  x gem~ig 

Z r  n r  z r n r 

/~x ~ :  Z Z Z -u a!~),Vu~!0~d~-~ x = }-', Z Z a!0.@!r) (12a) 
r i = 1  j = l  r i = 1  j = l  

und wegen ~o(~ [L)= (p(//z~ I L) erhalten wir die G1. (10) in der Form 

Zr /Iv 

dqo(IL)  = qo(/~ za~lL) = Z ~ Z al} ) q)(~!~)lL) 
r i = 1  j = l  

= Z a(~176176 ~ a(~)p(loL).  
o 6 ~ n  ~ E ~  n 

(10a) 

Die Chiralitiitsfunktion ftir ein Isomerengemisch, dargestellt durch die Summe 
auf der rechten Seite von G1. (10a), wird also genau dann fiir keinen chiralen 
Ensembleoperator identisch Null, wenn die Funktionen (p(/~l})lL) fiir alle r mit 
der Bedingung z r va 0 und ffir alle i,j mit der Bedingung 1 __< i < z r, 1 < j  < nr linear 
unabh~ingig sind. Wegen ~o(/~I~)1L ) = ~J[) q~([L) sind sie dann Basisfunktionen eines 
Darstellungsraums fiir die Gruppe ~,((9), wobei die Funktionen zum Index- 
17 Theoret. chim. Acta(Berl.)Vol. 19 



242 E. Ruch und A. Sch6nhofer: 

bereich 1 __<j < n r mit festem i und r jeweils Basisfunktionen eines irreduziblen 
Darstellungsraums zu F r sind. Der ganze Darstellungsraum enth/ilt also jede 
Darstellung F r zr mal, d. h. ebensooft, wie F z in Fr enthalten ist. Daraus folgt, daB 
die Dimension des Darstellungsraums gleich dem Index der Untergruppe 
in ~ ,  ist. Gem~iB (10 a) entstehen Funktionen aus diesem Darstellungsraum durch 
Anwendung von Gruppenelementen aus ~.((9) auf ~o([L), also durch Induktion 
nach ~.((9). Die lineare Unabh~ingigkeit aller durch Nebenklassenoperationen 
von ~((9) entstehenden Funktionen ist die Folge einer speziellen Eigenschaft der 
induzierenden Funktion. Wir sagen entsprechend der Nomenklatur in [6], 
q~(IL) gibt zur reguliiren Induktion von ~((9) nach ~.((9) Veranlassung. Unsere 
Frage ist damit folgendermagen beantwortet: Es gibt genau dann keinen chiralen 
Ensembleoperator d ,  der eine Chiralit/itsfunktion ~0([L) annulliert, wenn q~(IL) 
von ~(C) nach ~.((9) reguliir induzierende Funktion ist. In Formeln: 

sJcp([L) 7~ 0 fiir alle d ~  z # 0 bzw.//x ~ # 0 dann und nur dann, wenn (p([L) 
= ~ / p ( [ L )  zur regul~iren Induktion yon ~((9) nach ~,((9) Veranlassung gibt. 

Eine Identit~it d~0( [ L ) -  0 fiir eine reelle Funktion r und einen kom- 
plexen Ensembleoperator d existiert genau dann, wenn dies auch fiir den Real- 
und Imagin~irteil zutrifft. Zu jedem Ensembleoperator mit reellen Koeffizienten 
verschiedenen Vorzeichens kann aber wegen/~xo = -/~zo'~ ftir ein beliebiges 6' 
aus der Nebenklasse von 9l in ~ ein Ensembleoperator gefunden werden, der nur 
positive Koeffizienten und dieselbe chirale Komponente hat. Die obige Aussage 
bleibt also richtig, wenn sie nur auf Ensembleoperatoren mit reellen positiven 
Koeffizienten bezogen wird. Damit haben wir aber den Anschlug an den am 
Isomerengemisch formulierten Begriff der qualitativen Vollstiindigkeit. Folgende 
Definition ist der urspriinglichen /iquivalent: 

Eine Chiralitditsfunktion q)( [ L) heiJ3t qualitativ vollstiindig, wenn sie zur reguldren 
Induktion yon ~((_9) nach ~.(C) Veranlassun 9 gibt 

oder anders formuliert: 

Eine Chiralit~itsfunktion q~(]L) heiBt qualitativ vollst~indig, wenn der 
von allen Funktionen q~(olL) mit ~ e ~ .  aufgespannte Funktionenraum 
Darstellungsraum zur Darstellung F = ~ z~F~ ist. Die Funktionen q)(/~l~ ) [L) 

r 

zu z r # 0 mit i = 1, ..., z~, j = 1 . . . . .  nr sind eine Basis fiir F. 

Da r und der Index j das Transformationsverhalten der Funktionen gegeniiber 
den Operatoren (9(6) der Gruppe ~,((9) bezeichnen, kann die eben gegebene 
Formulierung auch folgendermaBen gefagt werden: 

q~(]L) ist genau dann qualitativ vollst~indig, wenn fiir jedes r zu z r # 0  die 
Funktionen (p(/;l~)[L) mit i =  1 . . . . .  z r und gleichem, beliebig geMihltem 
Index j, also z. B. q)(/~}~)[ L) mit i =  1 . . . . .  z~ linear unabNingig sind. 

Ffir jene Darstellungen Fr, die die Chiralit~itsdarstellung F x nur einmal ent- 
halten, vereinfacht sich die Bedingung zu 

W~ihrend die urspriingliehe Definition aus Kapitel 2 eine Obersicht tiber alle 
miSglichen ehiralen Isomerengemische und die Feststellung erfordert, dab die 
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dazugehSrigen Chiralit~itsfunktionen nicht identisch verschwinden, eignen sich 
die zuletzt gegebenen Formulierungen zu einem einfachen Test ftir die qualitative 
Vollst~indigkeit einer Chiralit~itsfunktion. 

5. Konsequenzen aus der qualitativen Vollstiindigkeit 

Die Forderung nach qualitativer Vollst~ndigkeit wurde bis jetzt mit dem 
Anspruch auf Beschreibbarkeit einer Chiralit~itsbeobachtung an allen chiralen 
Isomerengemischen begrtindet. AnlaB und ursprtingliches Ziel unserer Analyse 
aber waren Schw~ichen und deren Eliminierung bei Chiralit~itsfunktionen fiir 
Ensembles einheitlicher Molekiile. Wir untersuchen daher im vorliegenden 
Kapitel diesbeziigliche Merkmale qualitativ vollstiindiger Chiralit~itsfunktionen, 
insoweit das mit den bisher bereitgestellten mathematischen Mitteln mSglich ist. 
1. Jede Chiralit~itsfunktion q0(IL) erlaubt wegen (13) die Zerlegung 

z~ r 0 z r  

~p( IL)= ~ ~p(~r ~, ~ ~p(~l~.)[L), (14) 
r r i = 1  

wobei ~p(~<') I L) und alle ~p(~l~) [ L) mit 1 _< i _< z., jeweils Komponenten zu einer 
Darstellung F. mit z. =~ 0, ebenfalls Chiralit~itsfunktionen sind. 
Wegen dN}f)q)(IL)=dN}[)q~(/~l[)lL) ist nach G1. (10) q0(//l~.)lL)jene Kom- 
ponente von cp(LL), die ausschlieBlich fiir die Chiralit~itsfunktionen zu 
chiralen Ensembles der Form /~l[)a~L mal3gebend ist. Wollen wir also aus 
Messungen an Isomerengemischen zu /~I~)~L rnit vorgegebenem /~I~ ) und 
beliebigem ~ und L eine experimentelle Information tiber die Chiralit/its- 
funktion q~(IL) erhalten, so gelingt das nur fiir eben diese Komponente 
q)(/~l[) I Z). Mit anderen Worten, es gibt ~ z, unabh~ingige Chiralit~itspNinomene 

r 

in einer Molekiilklasse, die wir durch vSllig unabh~ingige Chiralit~itsfunktionen 
beschreiben mtissen, wenn wir mit vorurteilsfreien Ans~itzen arbeiten wollen. 
Dementsprechend mul3 eine Chiralit~itsfunktion ohne diese Vorurteile aus 
Funktionen aufgebaut sein, die zu ~ z, linear unabh~ingigen Darstellungs- 

r 

r~iumen der ~,(0) gehSren. Das ist aber gerade die Bedingung l'fir qualitative 
Vollst~indigkeit. 

In diesem Sachverhalt sehen wir die entscheidende Eigenschaft einer qualitativ 
vollst~indigen Chiralit~itsfunktion. Er beinhaltet einen prinzipiellen Gesichtspunkt 
bei der Aufstellung von N~iherungsans~itzen. Folgende Theoreme, die wir erst 
formulieren und anschliel3end beweisen, gelten nur far qualitativ vollstandige 
Ans~itze. 

2. Es gibt nur triviale (d. h. symmetriebedingte) Additionstheoreme. 
3. Die Chiralit~itsfunktion verschwindet, von nicht symmetriebedingten Zu- 

ffillen abgesehen, nicht fiir chirale Molekiile mit teilweise gleichartigen 
Liganden. 

4. Fiir zwei chirale Molekiilklassen R und R' mit gleicher Zahl yon Gertist- 
pl~itzen und den Symmetrien 15, 15' bzw. 3, 3 '  sei 15 ____ 15' und ~3 __c ~y. Es sei 
mSglich, die Geriistpl~itze einander so zuzuordnen, dab fiir die homomorphen 
Permutationsgruppen gilt ~ = ~'  und 9l ____ 91'. 

17" 



244 E. Ruch und A. Sch6nhofer: 

ad 2, 

Jede Chiralit~itsfunktion ffir die Klasse R' ist auch Chiralit~itsfunktion fiir die 
Klasse 51, und aus jeder Chiralitiitsfunktion ftir die Klasse 51 entsteht durch 
Anwendung des Projektionsoperators ~z zur Chiralit/itsdarstellung von ~ '  
eine Chiralit~itsfunktion Rir die Klasse 51'. Allerdings kann dabei der Fall 
eintreten, dab die Chiralitiitsfunktion von 51;t annulliert wird. Daraus hat man 
gegebenenfalls zu schlieBen, dab sie an der Klasse 51 eine Chiralit~itsbeob- 
achtung nur insoweit beschreibt, wie Abweichungen von der Symmetrie (5' 
vorliegen, obwohl die Klasse ~t' chiral ist. Der naheliegende Vergleich zwischen 
den Chiralit~itsfunktionen der beiden Klassen gemiB dem angegebenen 
Prinzip ist also wegen der erw~ihnten Annullierung in Frage gestellt und, wie 
Beispiele yon N~iherungsans~itzen zeigen, im allgemeinen nicht mSglich. 
Unsere Behauptung lautet: 
Eine qualitativ vollst~indige Chiralit~itsfunktion ftir 51 bleibt bei der (3ber- 
tragung auf 5t' qualitativ vollst~indig. Sie wird nur dann identisch Null, wenn 
die Klasse 51' achiral ist. 

Die Beweise der Theoreme 2 -  4 sind mit den Mitteln des vorigen Kapitels leicht 
zu fiihren. 

Nicht symmetriebedingte Additionstheoreme unterscheiden sich nur in der 
Interpretation von der Aussage, dab die Chiralit~itsfunktion yon gewissen 
chiralen Ensembleoperatoren annulliert wird. Das letztere ist aber fiir 
qualitativ vollst~indige Chiralit~itsfunktionen ausgeschlossen. 

ad 3. Wir betrachten ein chirales Molekiil mit vl, v2 . . . . .  v,, jeweils gleichartigen 
Liganden und bezeichnen ein geordnetes Molekiil dieser Art mit L (e). Die 
Gruppe aller Permutationen gleichartiger Liganden in L (e) kann auf die 
gleichartig besetzten Geriistpl~itze bezogen werden und ist damit eine 
Untergruppe der ~ , ,  die wir mit ~ bezeichnen wollen. Sie hat die Form 
eines direkten Produkts, 

= ~v~ x ~ 2  x .-. x ~ , , ,  

wobei die Faktoren ~ jeweils alle Permutationen beztiglich der in L (~) 
von Liganden einer Sorte besetzten Pl~itze enthalten. Der Ensembleoperator 

1 

ist chiral, denn r L (~:) ist ein Ensemble, das sich von L (~:) nicht mehr unter- 
scheidet, wenn wir die Ligandenziffern ignorieren. Eine qualitativ voll- 
st~indige Chiralit~itsfunktion ist also ftir das Ensemble r L nicht identisch 
in den Ligandensorten Null, d. h. (o(r IL)~ 0. Daraus folgt aber, dab auch 
q~(r (=)) nicht identisch in den Ligandensorten Null ist (wobei jetzt die 
Arten teilweise tibereinstimmen), falls nicht zuf~illige Besonderheiten der 
Funktion q)(IL) vorliegen, die grunds~itzlich nicht auszuschliel3en sind, 
praktisch aber nicht auftreten. 

ad 4. Der Beweis sttitzt sich auf Eigenschaften der regul~iren Induktion. 
Die Aufspaltung der regul~iren Induktion mit einem Darstellungsraum zur 
Gruppe ~((9) yon ~((9) nach ~,((9) in Teilschritte yon ~((9) nach 
~'((9) 3 ~((9) und von ~'(C) nach ~,((P) 3 ~'((9) ist eine Zerlegung in zwei 
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regul~ire Induktionsprozesse. Daher enth~ilt eine qualitativ vollst~indige 
Chiralit~itsfunktion ~p(IL) zur Klasse R eine yon Null verschiedene Kom- 
ponente zur Chiralit~itsdarstellung der Klasse R', und wir erhalten diese 
Komponente durch Anwendung des Projektionsoperators r zur Chirali- 
t~itsdarstellung von !;t'. Da jeder zuliissige Teilraum eines yon ~'((9) nach 
~,((9) regul~ir induzierenden Darstellungsraums ebenfalls regul~ir induziert, 
ist auch ~q~( IL)  regul~ir induzierende Funktion von ~'((9) nach ~,((9), 
d. h. ~ q~(]L) ist qualitativ vollstiindige Chiralit~itsfunktion zur Klasse R'. 

6. Partitionenverband und Chiralitiitszahlen 

Nicht nur die im letzten Kapitel besprochenen Konsequenzen aus der qualita- 
tiven Vollst~indigkeit einer Chiralit~itsfunktion ffir die Beschreibung einer 
Chiralit~itsbeobachtung, sondern auch die mathematischen Mittel zur Analyse 
des Begriffs, wie die irreduziblen Darstellungen der symmetrischen Permutations- 
gruppe ~n haben physikalische Relevanz. Sie bzw. die zugeordneten Young- 
Diagramme pr~isentieren neben der 1Jbersicht fiber die Komponenten yon Chirali- 
tiitsfunktionen und Ensembleoperatoren, wie wir hier zeigen wollen, als Elemente 
eines P a r t i t i o n e n v e r b a n d s  eine Systematik klassenspezifischer Kriterien ffir 
Ligandensortimente. Wir werden sp~iter sehen, dab damit weitere Gesichtspunkte 
fiir Chiralitiitsfunktionen vorliegen, die vor allem ffir die Aufstellung von ver- 
ktirzten N~iherungsans~itzen nfitzlich sind. 

Die allgemein diskutierbare Eigenschaft von Ligandensortimenten mit 
relevanten Konsequenzen ffir die Chiralit~it von Molekiilen und Isomeren- 
gemischen einer Klasse ist die mengenm~igige Zusammensetzung aus gleichartigen 
Liganden. Wir ordnen die Anzahlen der Liganden yon jeweils derselben Sorte so, 
dab eine gr613ere Zahl nicht auf eine kleinere folgt. Damit ist eine Partition der 
Zahl n, ein geordneter Satz yon Zahlen 

7 + mit den Bedingungen v 1 > v 2 > ... > vn > 0 und v i = n 

i = i  

jeder Zusammensetzung im Ligandensortiment eindeutig zugeordnet. 
Man veranschaulicht eine solche Partition durch ein Partitionsdiagramm, 

ein Schema vonder  Art der Beispiele 7, ~', 7" ffir n = 8 in Fig. 6. Es besteht aus n 
in Zeilen und Spalten angeordneten K~istchen. 

7 +  Jil  i) -?- , .'-- ~ �9 _{_ -+- 

F ig .  6 



246 E. Ruch und A. Sch6nhofer: 

Die L~inge der Zeile i, die Anzahl vz ihrer K~istchen, bezeichne verabredungs- 
gemiil3 die Anzahl yon Liganden einer Sorte i im Ligandensortiment. 

Es ist evident, dab auch die Spaltenl~ingen #1,#2 . . . .  ,# ,  den Bedingungen 

#1 > #2 > " "  > / t ,  > 0 und ~ #~ = n gentigen und dem Partitionsdiagramm um- 
i=1 

kehrbar eindeutig entsprechen. Fiir die Partitionsdiagramme aus Fig. 6 gilt also 
mit einem sinngem~iBen Symbol ftir Spaltenliingen 

7 + ( 4 2 1 1 0 . . . 0 ) ;  7 ' + ( 3 3 2 0 . . . 0 ) ;  7 " + ( 3 3 1 1 0 . . . 0 ) .  

Mit der obigen Interpretation bezeichnen die /~ Anzahlen der Liganden von 
Teilsortimenten, in denen m6glichst viele, aber nut  ungleichartige Liganden 
zusammengefaBt sind. 

Die Menge 9J~, aller Partitionsdiagramme 7 zur Zahl n repr/isentiert also mit 
ihren Zeilenl~ingen und Spaltenl~ingen in verschiedener Weise die M6glichkeiten 
yon Ligandensortimenten fiir Molekiilklassen mit n Gerfiststellen. 

Es ist bekannt, dab die Partitionsdiagramme zur Zahl n umkehrbar eindeutig 
den irreduziblen Darstellungen der symmetrischen Permutationsgruppe 6 ,  
zugeordnet sind. Sie werden in dieser Bedeutung Young-Diagramme genannt. 

Die Diskussion chiraler Molekiilklassen profitiert von einer zun/ichst ge- 
trennten Verwendung der Diagramme nach den beiden Gesichtspunkten 

a) als Repr/isentanten der irreduziblen Darstellungen Fr der 6 , ,  

b) als Partitionsdiagramme 7 (r) mit der obigen Bedeutung von Zeilen und 
Spalten fiir Ligandensortimente. 

Zu jedem chiralen Ensembleoperator z~ gibt es geordnete Molekiile, so dab 
fiir jede Chiralitiitsfunktion q)(IL) die Funktion ~0(~lL)~ ~a(o)q)(IoL)  ver- 
schwindet. Es handelt sich also um achirale Nullstellen zum Ensembleoperator ~. 
Sie repr~isentieren razemische Isomerengemische mit einem Sortiment teilweise 
gleichartiger Liganden. In diesem Zusammenhang stellt sich ftir jede Liganden- 
partition und fiir jeden Ensembleoperator die Frage, ob bei geeigneter Verteilung 
der Liganden auf die Geriistpl~itze chirale Gemische oder bei beliebiger Verteilung 
razemische Gemische entstehen. Ihre Beantwortung ffihrt daher zu einer vom 
Ensembleoperator ,~ abh/ingigen Einteilung aller Partitionen in zwei Klassen. 
Wir unterscheiden dementsprechend: 

Eine (Liganden-) Partition heiflt ffir den Ensembleoperator z~ aktiv, wenn ein 
entsprechendes Ligandensortiment so auf die Geriistpldtze verteilt werden kann, 
daft das z~L entsprechende Isomerengemisch ehiral ist. Sie heiflt ffir den 
Ensembleoperator z~ inaktiv, wenn bei beliebiger Verteilung auf die Pldtze des 
Molekiilgeriists ein razemisches Gemisch entsteht. 

Wir h~itten im Sinne einer vollst~indigen Analyse noch bedingt und unbedingt aktive Partitionen 
zu unterscheiden, um mit unbedingt aktiven Partitionen Spezialf~ille zu kennzeichnen, in denen auch 
bei beliebiger Verteilung der Liganden chirale Isomerengemische entstehen. Wit werden davon aber 
hier keinen Gebrauch machen. 
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Die geplante 1Jbersicht wird miSglich, wenn wir in der Menge aller Partitionen 
der Zahl neine Halbordnung einfiJhren, die wegen der eineindeutigen Zuordnung 
natiirlich auch ftir die Gesamtheit der irreduziblen Darstellungen F~ yon ~ ,  
mal3gebend ist. Wit definieren: 

Eine Partition 7 heil3e kleiner als eine Partition 7' - in Zeichen 7 C 7' - ,  wenn 
das Diagramm zu 7 aus dem Diagramm zu 7' dadurch entsteht, dab K~istchen 
yon l~ingeren Zeilen auf ktirzere, also von oben nach unten gebracht werden. 
Dabei k/Snnen neue Zeilen entstehen, abet die erste Zeile darf definitions- 
gem~ii3 nicht verschwinden. AuBerdem gelte per definitionem 7 C7 fiir jede 
Partition. 

(An  Stelle des hier eingeftihrten Halbordnungsbegriffs verwendet man in der 
Mathematik einen Ordnungsbegriff fiir Partitionen. Auf die Halbordnungs- 
relation C bezogene, im Anhang A bewiesene S~itze findet man daher nicht in der 
mathematischen Literatur. Man findet statt dessen auf den Ordnungsbegriff 
bezogene Theoreme, die in den hier bentitigten enthalten sind, aber fiir unsere 
Zwecke nicht ausreichen. F/ir die Partitionen aus Fig. 6 gilt z.B. 7 C 7", 7'C 7"; 
7 und 7' sind unvergleichbare Partitionen.) 

Die Halbordnungsdefinition in der angegebenen Form hat den Vorteil einer 
anschaulichen Aussage fiber den ProzefS, der zu ,kleineren" bzw. ,gr613eren" 
Partitionen fiihrt; sie ist abet aus mathematisch-formalen Griinden einer 
~iquivalenten Definition unterlegen, die sich auf die Partialsummen von Zeilen 
und Spalten sttitzt. 

Wir repr~isentieren die Partitionsdiagramme statt durch Zeilen- oder Spalten- 
liingen vg oder 1/~ dutch die Partialsummen tiber die Zeilen- oder Spaltenliingen of 
oder u~ gem~iB 

i l )  01 = v l  ul =#1 
02 mit 02 =. vl + vz bzw. (ul u2 ... u,) mit I/2 ~. 1/1 -~- 1/2 

n On = V1 -{- VZ ~- "'" ~- Vn bin ~- 1/1 + 1/1 -~- "'" -~- 1/n 

Dabei gilt 
01<02<.. .<0,=n bzw. ul <uz <__.-. <u,=n,  

und die Zahlens~itze (0~) bzw. (u~) sind ebenfalls umkehrbar eindeutige Repr~isen- 
tanten der Partitionsdiagramme. Sie ermtiglichen, wie leicht nachzupriifen ist, 
folgende Fassung der obigen Halbordnungsdefinition: 

7 C 7' genau dann, wenn gilt o~ < o' i bzw. u i > u'~ fiir alle i = 1 . . . . .  n. 

Die Menge 921l, mit der eben erkl~irten Halbordnungsrelation ist, wie im Anhang A 1 
gezeigt wird, ein (selbstdualer) Verband. Seine Operationen, Vereinigung und 
Durchschnitt, lassen sich mit den Partialsummen o~ und u~ besonders einfach 
charakterisieren: 

7WT'=Tv +(~ wobei uV=Min(u"u'~) } 
7c~7'=7D+(o~)+(u.9,) ' o~ Min(oi, o'i) fiir alle i = 1 . . . . .  n. 
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Wir wollen Partitionen 7 (~) und zugeh/3rige Darstellungen F,, die die Chiralit~its- 
darstellung F x enthalten, ffir die also gilt z, va 0, gelegentlich dutch den Index 
besonders hervorheben. Fiir verschiedene Klassen mit der gleichen Geriist- 
stellenzahl n haben wir demnach im Partitionenverband zu n jeweils verschiedene 
Teilmengen von Partitionsdiagrammen auszuzeichnen. Ihre Bestimmung erfolgt 
mit Hilfe der Charakterenrelationen. 

Den Partitionsdiagrammen 7(~) sind auger den Darstellungen F~ folgende ffir 
uns wesentliche Gr6gen eindeutig zugeordnet: 

n r  

1. Projektionsoperatoren/~(~)= ~ /~I[ ) zu den F~ und damit die Komponenten 
i = 1  

~/~(r)=/~(~)~ eines beliebigen Ensembleoperators ~ in der Zerlegung 

r 

2. Diagramme mit von 1 bis n numerierten K~stchen und n auf die K~istchen 
verteilten Variablen l~, sog. Tableaux, die wir mit 7(r)(IL) bezeichnen, wenn 
K~istchennummern und Variablenindizes iibereinstimmen und beim Ab- 
lesen nach Art eines Buchtextes in der nattirlichen Reihenfolge erscheinen. 
Wir identifizieren die Buchtextnumerierung der K~istchen mit der Numerie- 
rung des Molekfilgeriists und beziehen Permutationen in Tableaux auf diese 
Numerierung. Eine Permutation ~ der Variablen l~ ftihre zum Tableau 7(~)(IoL), 
die Anwendung der inversen Operation auf die K~istchennummern (~(v-1) 
ffihre zum Tableau (9(v-a)y(')(IL)=7(')(vlL). In beiden Tableaux ist die 
Verteilung der Variablen beztiglich der K~istchennummern dieselbe. Wir 
k6nnen deshalb solche Tableaux als ~iqu?ealent betrachten, 

7(~)(~ I L) ~ 7<~)(IoL), 

und haben damit n! in~iquivalente Tableaux f/dr jedes Diagramm 7 (r). 
3. Untergruppen ~(r)__c 6 ,  bzw. ~(r)((9)__c 6,((9), die alle Permutationen von 

Variablen bzw. K~istchennummern innerhalb der Zeilen des Tableau 7(r)(]L) 
enthalten, und Projektionsoperatoren ~(r) bzw. ~(') zur identischen Darstellung 
dieser Gruppen. 

4. Geordnete Molekfile mit teilweise gleichartigen Liganden, deren Variable so 
in das Diagramm 7(~) eingeffillt werden k/Snnen, dab alle gleichartigen Variablen, 
und nur diese, in jeweils einer Zeile stehen. Wit bezeichnen sie mit L(~ ), wenn 
das Tableau 7(~)(]~-IL) die genannte Einftillung repr~isentiert. Dabei ist also 
~r )  = ~[ 1 !~(~)~ die Gruppe aller Permutationen gleichartiger Liganden und 
r = ~-1 r der Projektionsoperator zur identischen Darstellung von ~r).  

Die Anwendung des Operators ~ )  auf L(~ ) ffihrt zu einem Ensemble r ), 
das von L(( ) nicht mehr unterscheidbar ist, wenn man die Indizes fiir Variable 
gleichartiger Liganden ignoriert. Der Ensembleoperator r ffihrt wegen or 
= r flit jedes ~ e ~r )  ein beliebiges L in ein Ensemble r fiber, das die speziellen 
Transformationseigenschaften geordneter Molekfile L(( ) mit nicht unterschiedlich 
numerierten Liganden gleicher Art hat. Dementspreehend repr~isentieren die LC( ) 
genau dann achirale Molekfile, wenn die ehirale Komponente des Ensemble- 
operators r verschwindet, d. h. wenn g i l t / ;x~  ~) = 0. 
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Eine Partition 7 (~) ist also ffir einen Ensembleoperator ~ mit ~x~ # 0 aktiv, 
wenn es eine Verteilung gibt, so dab gilt/~x ~ r ~) # 0; sie ist fiir ~ inaktiv, wenn ffir 
jede Verteilung zur Partition 7 (r) gilt/~x ~ ~ ) =  0. 

Die Verbandsstruktur in der Menge der Partitionsdiagramme gibt uns die 
M6glichkeit, ohne Mfihe die ffir chirale Ensembleoperatoren aktiven Partitionen 
zu finden, und zwar auf der Basis des folgenden, im Anhang A 2 bewiesenen Satzes: 

Ffir jedes Element ~ der Gruppenalgebra mit der Bedingung / ~ x ~ / F ) # 0  gilt 

= 0 ffir alle ~(r) ~: 7 (~) und beliebiges ~ 

/~z/~(r)~ r # 0 ftir alle 7(r) C 7 (~) bei geeignet gew~ihltem ~ .  

Daraus entnimmt man unmittelbar das entscheidende Theorem: 

Fiir die chirale Komponente /zx~ ~ (~) sind alle Partitionen 7 (~) aktiv, ffir die 9ilt 
y{~) C 7 (~) ; alle fibrigen sind inaktiv. 

Unseren Fragestellungen angepaBt formuliert sich das Theorem in folgenden 
S~itzen: 

1. Zu einem Ensembleoperator ~ sind genau diejenigen Partitionen 7 (r) aktiv, die 
der Bedingun 9 y(~)C y{T) ffir irgendein 7 (~) zu einer nichtverschwindenden Kom- 
ponente fiz~/~ (~) in der Zerlegun 9 f i z z =  ~ f i z ~ / z  (~) genfigen; alIe iibrigen 
Partitionen sind inaktiv. 

2. Zu allen chiralen Ensembleoperatoren sind genau diejenigen Partitionen 7 (~) 
aktiv, die der Bedingung 7 {~) C ('] 7 (~) genfigen. 

Satz 1 wird fiir ~ = e zu einer Aussage fiber Molekfile. Da/~ze =/~x zu allen 7 (~) 
mit z~ # 0 Komponenten hat, gilt: 

3. Ffir das Molekfil sind genau diejenigen Partitionen 7 (~) aktiv, die der Bedingung 
y(~) C 7 (~) fiir irgendein 7 (~) 9enfigen. 

Im Kapitel fiber Beispiele werden wir ffir spezielle Molekfilklassen die ent- 
sprechenden Informationen aus den dazu geh/Srigen Verbandsschemata ablesen. 

Zur Gesamtheit 9~ aller Partitionsdiagramme 7 (~) gibt es vier charakteristische 
Zahlen, die prinzipiell und praktisch bedeutsame Eigenschaften einer chiralen 
Molekfilklasse bezeichnen, und zwar 

die L/ingen der l~ingsten und der kfirzesten ersten Zeile und Spalte aller ~(~). 

Wir nennen sie die Chiralitiitszahlen der Molekfilklasse und bezeichnen sie mit 

Omax~ Omin~ Umax~ Hmin �9 

Den physikalischen Inhalt der Chiralit~itszahlen liefern die S~itze 2 und 3, 
wenn wir daran denken, dab Ore, x und Umi . bzw. Oral . und Urn, x auch die L~ingen der 
ersten Zeile und Spalte im Diagramm der Vereinigung bzw. des Durchschnitts 
aller Partitionen 7 (F) wiedergeben: 

a) Die Maximalzahl yon Liganden einer Sorte in chiralen Molekiilen ist Oma x. 

b) Die Minimalzahl verschiedener Soften yon Liganden in chiralen Molekfilen 
ist Umi n. 
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c) Die Maximalzahl yon Liganden einer Sorte, mit der ffir jeden chiralen 
Ensembleoperator chirale Isomerengemische existieren, ist Omi .. 

d) Die MinimalzahI verschiedener Sorten yon Liganden, mit der jfir jeden 
chiraIen Ensembleoperator chiraIe Isomerengemische existieren, ist Urea x. 

Die beiden Zahlen Oma x und Umi n beziehen sich auf die Molektile einer Klasse und 
sind insofern yon besonderem Interesse. Wir nennen sie 

Chiralitdtsordnung und Chiralitdtsindex 

der Molekiilklasse und verwenden in Zukunft die vereinfachten Bezeichnungen o 
und u statt Om, ~ und Um~ .- 

Die Zahlenwerte der Chiralit~itsordnung und des Chiralit~itsindex yon 
Molektilklassen sind einer Einschr~inkung unterworfen, die wir aus einer geome- 
trischen Betrachtung folgern k6nnen. Sie geniigen fiir alle chiralen Klassen den 
Bedingungen 

n-3<_o<_n und l < u _ < 4 .  

Beweis 

Die Aussage ist ffir alle Klassen mit weniger als vier Gertistpl~itzen trivial. Ftir 
Klassen mit vier oder mehr Gerfistpl~itzen gilt folgendes: In einer chiralen Klasse 
mit n > 4 gibt es mindestens ein Tripel yon Geriistpl~itzen, das nicht in einer 
Spiegelebene des Geriists liegt. Denn l~igen alle Gertistpl~itze in einer gemein- 
samen Spiegelebene, dann h~itten wir ein Gertist, das durch Besetzung mit aus- 
schlieBlich verschiedenartigen Liganden zu einem Molekiil mit einer Spiegelebene, 
d. h. zu einem achiralen Molekiil ffihrt; die Klasse w~ire also entgegen der Voraus- 
setzung achiral. Wir nehmen an, die Geriistpl~itze l~igen zwar nicht in einer gemein- 
samen Spiegelebene des Gertists, aber jedesTripel yon Geriistpl~itzen l~ige in einer 
Spiegelebene. Daraus folgt, dab jedes Paar von Ger/istpl~itzen auf einer Schnitt- 
geraden yon zwei nicht zusammenfallenden Spiegelebenen und damit auf einer 
Drehachse der Gesamtsymmetrie liegt, n > 4 Punkte, die alle paarweise auf Dreh- 
achsen der Symmetrie einer Figur endlicher Ausdehnung liegen, miissen aber auf 
einer gemeinsamen Drehachse liegen. Da diese Drehachse auBerdem mindestens 
eine Spiegelebene enthglt, folgt, daB auch diese Molektilklasse achiral w~ire. 
In einer chiralen Klasse mit n = 4 Gertiststellen finden wir also mit Sicherheit ein 
Tripel yon Gertistpliitzen, das nicht in einer Spiegelebene liegt. Nun besetzen wir 
die Plgtze dieses Tripels mit ungleichartigen Liganden und die iibrigen Geriist- 
pl~itze mit davon verschiedenen, aber untereinander gleichartigen Liganden. Da- 
mit erhalten wir ein chirales Molektil, denn die einzige Spiegelungsoperation, die 
Symmetrieoperation des Molekiils sein k6nnte, mtiBte die ungleichartig besetzten 
Geriistpl~itze zu Fixpunkten haben, das Tripel miiBte also in einer Spiegelebene 
des Geriists liegen. Daraus folgen die oben angegebenen Ungleichungen. 

Am Beispiel der Methanderivate (n = 4) tiberzeugt man sich davon, dab die 
obere Grenze 4 yon u und die untere Grenze n - 3  von o tats~ichlich erreicht 
werden. Die Werte o = n, u = 1 bezeichnen einen Grenzfall, der in unsere Betrach- 
tungen bisher nicht aufgenommen war, aber eine sinnvolle Extrapolation 
beinhaltet. 
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Der Fall o = n bzw. u = 1 - es sind die entsprechenden Zahlen des Diagramms 
mit nur einer Zeile, und die Werte sind daher wechselseitig bedingt - besagt 
nach a), dab Molektile mit ausschlieBlich gleichartigen Liganden und nach b), 
dab Molekfile mit Liganden einer einzigen Sorte bereits chiral sind. Dies ist aber 
nur m6glich, wenn das Gertist selbst chiral ist. Demnach gilt: 

Die Chiralitdtsordnun 9 o = n bzw. der Chiralitdtsindex u = 1 bezeichnet Klassen 

mit chiralem Geriist. 

Auch eine Extrapolation des Begriffs Chiralitiitsordnung fiir den Fall o = 0 
ist m6glich. Denn Satz a) ist ffir die Chiralit~itsordnung Null folgendermaBen 
auszulegen: 

Molekiile mit o + 1 = 1 gleichartigen, d.h. mit ausschlieglich verschieden- 
artigen Liganden sind jedenfalls achiral. Damit sind alle Molektile der Klasse 
achiral, und es ist konsequent, per definitionem festzulegen: 

Die Chiralit?itsordnung o = 0 bezeichnet achirale Klassen. 

7. Verkikzte Chiralit~itsfunktionen 

In einer qualitativ vollst~indigen Chiralit~itsfunktion 

F 

l~iuft der Index F fiber alle r mit der Bedingung z r ~ 0. Die Komponenten r [L) 
verschwinden nach den Ausfiihrungen des letzten Kapitels jeweils fiir alle MolekiJle 
mit Ligandenpartitionen ~(')~ ~(~), Ligandenpartitionen, die flit den Ensemble- 
operator ~<~) inaktiv sin& Mit einer Beschr~inkung der qualitativen Vollst~indig- 
keit der Funktion auf eine geeignete, durch Ligandenpartitionen spezifizierte 
Teilklasse yon Molekiilen, Moleki~len mit zugelassenen Partitionen, wird die 
urspriJngliche Funktion also im allgemeinen einfacher. Sie bleibt Chiralit~ts- 
funktion fiir die ganze Klasse, ist dafiir aber nicht mehr qualitativ vollst~indig. 
Dieser ProzeB der Verkfirzung kann sich einmal anbieten, weil nur eine derartige 
Teilklasse interessiert, zum anderen abet auch, weft die damit erkaufte N~iherung 
flit die ganze Molekfilklasse yore Standpunkt der erforderlichen Giite einer 
Approximation akzeptabel ist. Von dieser MiSglichkeit machen wir vor allem 
dann Gebrauch, wenn eine Molekfilklasse zur Diskussion steht, f~r die die Anzahl 
der F~ mit z, ~ 0 groB ist, oder wenn die Zahlen z~ groB sin& Das Ausleseprinzip 
fiir die Teilklasse soll dabei m6glichst weitgehende Vereinfachungen zur Folge 
haben und trotzdem physikalisch sinnvoll sein. 

Eine qualitativ vollst~indige Chiralit~itsfunktion reduziert sich ffir die Teil- 
klasse der Molekiile mit Partitionen ?(') einer Teilmenge 9)l C ~J~, auf die verkfirzte 
Chiralit~itsfunktion 

~%( [Z)= ~ q)(/r 

wobei ,~ die Indexmenge aller Partitionen ?(~)D ?(')~ 9R bezeichnet. Gleichungen 
der Form 

r ftir Yr 
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repr~isentieren nichttriviale Additionstheoreme, deren experimentelle Prfifung 
z. B. die Verwendbarkeit einer verkfirzten Funktion ffir die Molekfile der ganzen 
Klasse im Rahmen einer akzeptablen Approximation erkennen 1/il3t. 

Im besonderen scheinen uns zwei Auswahlprinzipien erw~ihnenswert: 

~) Wir beschr~inken uns auf Ligandensortimente mit nicht weniger als v 
gleichartigen Liganden. 

/~) Wir beschr~inken uns auf Ligandensortimente mit nicht mehr als # ver- 
schiedenen Ligandenarten. 

Die Darstellung F~ zum Raum der qualitativ vollst~indigen Chiralit~itsfunktionen 
fiir die beiden Teilklassen ~) und ]~) enth~ilt also nur irreduzible Darstellungen zu 
Young-Diagrammen, deren erste Zeile nicht kiirzer als v bzw. deren erste Spalte 
nicht l~inger als/~ ist: 

~) F~ = ~ zFF~, wobei .~ die Indexmenge aller Partitionen ~(a mit o] ~) > v ist; 

~) F~ = ~ z;F;, wobei ,~ die Indexmenge aller Partitionen 7!~) mit u] ~) < # ist. 

Eine Beschr~inkung auf Teilklassen gem/il3 e) bzw. /3) kann nut dann zu einer 
Vereinfachung der Chiralit~itsfunktionen fiihren, wenn die Wahl von v bzw. # so 
getroffen wird, dag gilt 

oral n < v __< o bzw. u ~ # < Urea x . 

Eine Restriktion der Anzahl der Arten im Ligandensortiment nach/~) bzw. die 
Annahme einer Minimalzahl von gleichartigen Liganden nach e) ist den Ver- 
h~iltnissen in der Chemie angepal3t und ffihrt in komplizierteren F/illen je nach 
Wahl von#  bzw. v zu entscheidenden Vereinfachungen in qualitativ vollst/indigen 
Ansiitzen. Wie wir in den Kapiteln fiber N~iherungsans~itze sehen werden, ent- 
sprechen speziell unter der Bedingung e) qualitativ vollst~indige Chiralit~its- 
funktionen einem physikalisch sinnvollen Approximationsprinzip zur Beschrei- 
bung von Chiralit[itsfunktionen fiir die ganze Molekfilklasse. Ans~itze ffir Chirali- 
t~itsfunktionen, die nur bei Restriktion auf zugelassene Ligandenpartitionen, 
also ffir eine Teilklasse von Molekiilen qualitativ vollst~indig sind, werden wir, auf 
die ganze Molektilklasse bezogen, als verkiirzte Ansiitze bezeichnen. 

8. Qualitativ vollstfndige N~iherungsans~itze 

Die Ergebnisse aus dem vorangegangenen allgemeinen Teil dieser Abhandlung 
geben uns die M6glichkeit, qualitativ vollst~indige N~iherungsans~itze nach ver- 
schiedenen Prinzipien aufzustellen, ihre verkfirzte Form zu diskutieren und deren 
Approximationscharakter einzusch~tzen. Wir besprechen im folgenden Ans~tze, 
die durch eine spezielle Struktur der Funktionen ausgezeichnet sind. Diese Struktur 
charakterisiert den Approximationsstandpunkt; sie folgt nicht aus dem Trans- 
formationsverhalten, pr~isentiert aber im Zusammenhang damit den allgemeinen 
Formalismus in einer Form mit genidgend vielen Freiheitsgraden, um ffir die 
Approximation physikalisch realer Chiralit~itsbeobachtungen nfitzlich zu sein. 
Es ist auf dieser Basis m/3glich, eine spezielle Chiralit/~tsbeobachtung qualitativ 
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und in gewissen Grenzen quantitativ zu beschreiben. Dabei bieten sich im wesent- 
lichen zwei Anwendungsm/Sglichkeiten. 

1. Unbestimmte Bestandteile, z. B. Parameter der Funktion werden empirisch 
bestimmt, und die mit geeigneter experimenteller Information ausge- 
statteten Chiralit~itsfunktionen werden zu Voraussagen im Rahmen des 
eingenommenen N~iherungsstandpunkts benutzt. 

2. Wir verwenden die Chiralit~itsfunktionen eines qualitativ vollst~indigen 
N/iherungsansatzes zur Information fiber die Struktur einer z. B. nach den 
Methoden der quantenmechanischen St6rungsrechnung abzuleitenden 
Chiralit~itsfunktion ffir ein spezielles Ph~inomen, oder eine solche Rechnung 
wird angestellt, um die Parameter der Chiralit~itsfunktion mit einem 
physikalischen Inhalt zu erffillen. 

Spezielle Niiherungsans~itze, wie z. B. die in den beiden folgenden Kapiteln 
abgehandelten, unterliegen einem a!lgemeinen Prinzip zur Aufstellung qualitativ 
vollst~indiger N~iherungsans~itze, das wir hier entwickeln. Wir haben dabei neben 
der qualitativen Vollstiindigkeit die Allgemeinheit eines Ansatzes im Rahmen des 
vorgegebenen N~iherungsstandpunkts zu diskutieren, und dazu ist ein gewisser 
mathematischer Aufwand erforderlich. Im Spezialfall, d. h. ftir eine vorgegebene 
Molektilklasse, ist die Aufstellung der Ans~itze, wie sich an den sp/iteren Beispielen 
zeigt, meist recht einfach. 

In einer qualitativ vollsti~ndigen Chiralit~itsfunktion 

z~@O 

Y 

induziert jede Komponente 0(;4 ~') I L) die jeweilige Darstellung G genau z r mal. 
Die Aufstellung unserer N~iherungsansgtze besteht in der Konstruktion der Kom- 
ponenten q~(p(')lL) aus S~itzen yon jeweils s, Funktionen r 0 =  1 . . . .  ,s, 
mit der Eigenschaft ~('lco~)( IL)~0.  Dabei wird der Charakter des jeweiligen 
Ansatzes wesentlich bestimmt durch Strukturvorschriften ffir die vorgegebenen 
Funktionen. Diese Strukturvorschriften seien unabh~ngig yon r und derart, dab 
auch alle r mit einer beliebigen Permutation o ~ ~n Funktionen yore 
festgelegten Strukturtyp sind. Die Komponenten ~(r~co~')(~lL) sind Funktionen 
aus Darstellungsr~iumen fiir F,, die aus co~r)(IL) bei der Induktion nach ~n((9) 
entstehen. Mit der Struktur von co(Q~)(IL) steht eine Zahl t r lest, die angibt, wie oft 
die Darstellung F r dabei h6chstens induziert werden kann. Es gilt jedenfalls 
1 < tr < G. Mit einer Funktion yon hinreichender Allgemeinheit im Rahmen der 
Strukturvorschrift wird dabei die Darstellung Fr genau tr mal induziert. 

Wir setzen diese Allgemeinheit voraus und w~ihlen das Funktionensystem 
co~>(IL), ~ = 1 . . . . .  s~ so, dab die Induktion mit Funktionen zu verschiedenen 
auf Darstellungsr~iume fftr F, fiJhrt, die paarweise keine gemeinsamen Funktionen 
enthalten. Der Summenraum fiir F~ ist also direkt und enth/ilt s, tr irreduzible 
Darstellungsr~iume; seine Dimension ist G s, t~. Damit eine Linearkombination 
von Funktionen ~(~)co~)(~[L) mit 4 =  1 . . . . .  s~ und ~ ~ ,  existiert, die sich als 
Komponente ~0(/~ {~) eL) einer qualitativ vollst~indigen Chiralit~itsfunktion eignet, 
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die F, also z r mal induziert, muB gelten: 

Sr t r  ~ Zr  �9 

Unser N~iherungsstandpunkt besteht nun in folgender Annahme. Die den in- 
iiquivalenten Darstellungen Fr entsprechenden Teile des Chiralit~itsph/inomens 
in der Molekiilklasse stellen Beitfiige zur Chiralit~itsbeobachtung, die ihrerseits 
mit einer linearen Superposition von Einfltissen spezieller, und zwar physikalisch 
m6glichst einsichtiger Struktur erkliirbar sind. Demgemiil3 besteht unser N~ihe- 
rungsansatz darin, die Komponenten ~o(fi(~ einer qualitativ vollst~indigen 
Chiralit~itsfunktion durch die pseudoskalare Komponente einer Linearkombina- 
tion yon Funktionen eines bestimmten Strukturtyps zu approximieren. Mit 
dieser Absicht ist der N~iherungsansatz - in einer zuniichst abundanten Form - 
festgelegt. Er lautet: 

~o( IL)= ~z 
r 

Mit den Zerlegungen (9(6)= 
r 

aquivalente Form 

Sr 

Z ~ b~*)(~)~(%)~*)(~lL). (15) 

~. D~r)( ~ ( ~  und (13) flit ~x erhalten wit die - - i j  ,Ioi cl i j  

i , j = l  

Zr nr Sr 

v t J Q ~  U - -Q  \ 
r i = l  j = l  # = 1  

wobei far die Koeffizienten h(0 und b~r)(~) das Gleichungssystem ~tJO 

bl~o = Z DI~)( ~-  1) b(or)(~) 

gilt, das wegen des Burnside-Theorems (vgl. Anhang B 3) zu jedem Koeffizienten- 
system h!O LSsungen b~r)(o) hat. vtJO 

Von den Zrn, Sr Chiralit~itsfunktionen (o (,) N]j c% (IL) sind Zrt, S, linear unab- 
h~ingig, wenn wir die oben besprochene Allgemeinheit der Funktionen co(0~ (IL) 
voraussetzen. Zur Beseitigung der Abundanz in der zuletzt angegebenen Form 
des Ansatzes wiihlen wir fiir jedes r und 0 eine Basis 

,~i(r) . . . ( r h "  . . Jt~ ~ ~'o t [L) mit i = 1 . . . . .  z~, t = 1 . . . .  t~ und 0 = 1 . . . .  Sr. 

j}o) bezeichnet also eine geeignete Auswahl yon t, Indizes j, und diese Auswahl 
ist im allgemeinen fiir verschiedene r und ~ verschieden. Damit erscheint Ansatz 
(15) in der Form 

Zr tr Sr 

~it~" ij~) ~'0 t [L). (15a) 
r i = 1  t = l  Q = I  

Die qualitative Vollst~ndigkeit des Ansatzes muB sich fiir die Form (15 a) in einer 
Forderung an die Koeffizienten cl~)Q ausdfiicken. Im Anhang B 1 beweisen wir die 
notwendige und hinreichende Bedingung 

Rang(c~0)=z ~ fiirjedes r ;  

dabei bezeichnet i die Zeilen und (t, Q) die Spalten der Matrix t ,'(r) \~itQl" 
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Wir k6nnen die Abundanz auch in der urspl:iinglichen Form (15) beseitigen, 
wenn wir fiir jedes r und Q zrtr Permutationen ~ )  ausw~ihlen, so dab die Funktionen 

(r) (r) (0) 1 ,  Z r t r ~ % (o~ [L), a =  ..., 

linear unabhi~ngig und daher als Basis verwendbar sind. Damit erh~ilt Ansatz (15) 
die Gestalt 

Sr z r t r  
r ~ Z Z Z (r) (r) (r)  ~(0) 1 = b0 ,~  c% (% ,L). (15b) 

r @ = 1  a = l  

Die Form (15b) unseres Ansatzes hat gegentiber (15a) den Vorteil der Unab- 
h~ingigkeit yon Matrixelementen der Darstellungsmatrizen. Sie ist daher 
praktisch einfacher zu handhaben. Die Ubertragung der Koeffizientenbedingung 
ffir qualitative Vollst~indigkeit in (15a) auf die h (r) ist uns in allgemeiner Form v• 

nicht m6glich. Eine notwendige und hinreichende Bedingung flit qualitative Voll- 
st~indigkeit der Chiralit~itsfunktionen nach den speziellen Methoden der beiden 
folgenden Kapitel wird jeweils ffir die dem Verfahren angepaBte Form des An- 
satzes gegeben werden. 

Der Ansatz bleibt qualitativ vollstandig mit stark vereinfachenden Fest- 
setzungen beziiglich der Koeffizienten in (15 a) bzw. (15 b). Da sich ohne Speziali- 
sierung des hier diskutierten N~iherungsstandpunkts dafiir kein bevorzugtes 
Prinzip anbietet, repr~isentieren die iiquivalenten Formen (15a) und (15b) mit 
frei verfiigbaren Koeffizienten den allgemeinen Ansatz nach dem besprochenen 
N~iherungskonzept. Im Sinne gr/SBtm/Sglicher Einfachheit kann es vorteilhaft sein, 
einen Ansatz mit einem Minimum an vorgegebenen Funktionen zu w~ihlen, also 
fiir s r di~ kleinsten Zahlen mit der Eigenschaft s, t, _> z~ zu nehmen. 

Der dargelegte Formalismus sei an drei speziellen Varianten nochmals er- 
l~iutert: 

1. Unsere Strukturvorschrift sei so wenig speziell, dab tr = n~ fiir alle r gilt. Wit 
k6nnen daher sr = 1 setzen und flit alle r die gleiche Funktion 

o~')( I L) = co( l L) 

w~ihlen, wobei ~o([L) eine allgemeine Funktion der vorgeschriebenen Struktur 
sei. Der qualitativ vollst~indige Ansatz hat dann die Form 

Zr nr z rnr  

r IL)= ~ ~ ~ cl~)~}[)o~( IL)=~@ x ~ ~ b~)o(~olL) 
r i = 1  t = l  r a = l  

mit der Bedingung Rang(cl[ )) ---z r fiir jedes r. 

Die mit der Vollst~ndigkeitsbedingung vertr~igliche Koeffizientenwahl clt ) = 6~t 
fiihrt zu einem speziellen Ansatz 

Zr 

q~( IL)= ~ ~ #~[)~o( [L)--~x~o ( IL) ,  
r i = 1  

der uns zeigt, wie weitgehend der Verzicht auf die Allgemeinheit im Rahmen 
der Methode zu einer Vereinfachung des qualitativ vollst~ndigen Ansatzes 
fiihren kann. 
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2. 

. 

E. R u c h  u n d  A .  S c h 6 n h o f e r :  

Wir w/ihlen fiir co(0r)(IL) Polynome niedrigsten Grades in ligandenspezifi- 
schen Parametern 2(/z). Da sich aus dieser Strukturvorschrift die Beziehung 
tr = 1 beweisen l~ii3t, brauchen wit zur qualitativ vollstiindigen Beschreibung 
des Ligandeneinflusses verschiedenartige Parameter, und zwar mindestens 
s r = z r. Andererseits ist die spezielle Form des Polynoms unter der Voraus- 
setzung ~(~)(o~r)( [L)7~0 ohne Einflul3 auf den Ansatz, weshalb wir zum 
Zweck einer m6glichst einfachen Formulierung jeweils dasselbe Polynom 
in z~ verschiedenartigen Parametern vorgeben. Damit wird eine von 0 unab- 
h~ingige Wahl von j, m6glich, und wit erhalten gem~il3 (15a) 

2r zr 

~iQ J i j l  w o ', 
r i = 1  0 = 1  

Dieses Vorgehen bestimmt die in Kapitel 9 beschriebene Polynommethode. 
Wir w~ihlen entsprechend der Form (15 a) Funktionen o~r)(IL), die unter der 
Bedingung ~a~)co~,)(IL) ~ 0 von mSglichst wenig Argumenten li~, 1 i . . . . . .  li~ ~ 
abh~ingen. Dabei zeigt sich, dab k~ und t r aus dem Partitionsdiagramm y(~) 
zu entnehmen sind. Da eine Linearkombination von beliebigen Funktionen 
derselben k~ Argumente wieder eine Funktion dieser Struktur ist, bietet der 
Grenztibergang st--+ oo nicht nur eine t,-unabh~ingige Wahl von s r, sondern 
gleichzeitig eine Verallgemeinerung und eine Vereinfachung des Ansatzes. 
In Kapitel 10 wird diese Methode eingehend besprochen. 

9. Erstes Verfahren; Polynomansatz 

~o<r)(2(11),2(12) . . . . .  2(l,)) sei ein Polynom niedrigsten Grades in liganden- 
spezifischen Parametern 2(ll) mit der Eigenschaft ~(r)~O<r) ~ 0. Der Grad gr ist nach 
den Ausffihrungen im Anhang A3 dem jeweiligen Partitionsdiagramm ~(r) zu 
entnehmen. Es gilt unter Bezugnahme auf die Zeilenl~ingen vl r) bzw. die Spalten- 
l~ngen #I ~) des Diagramms 

i = 1  i = 1  

oder, wie eine Umreehnung auf die Partialsummen ol ') bzw. ul ~) zeigt, 

g r n Z _ ~ o l r ,  ~ (r, (r) 1 = = Ui (Ui - -  Ul~ 1 ) - -  ~ n ( n  + 1) (ug) = 0). 
i = 1  i=1  

Ferner k~Snnen wir im Anhang A 3 ftir jedes Polynom aF ) vom Grad gr in 
n Variablen mit der Eigenschaft ~(r) o~<r) ~ 0 die Gleichung 

t~= 1 

beweisen. Polynome dieser Art induzieren also die Darstellung Fr genau einmal, 
und die Komponenten zu Y, yon zwei verschiedenen Polynomen derselben 
n Variablen liegen in demselben irreduziblen Darstellungsraum. Unser Ansatz 
erfordert abet Polynome vom Grad g, fiir s~ = z~ linear unabh~ingige Darstellungs- 
r~iume zu F~. Daher sind wir gezwungen, verschiedenartige Variable zu benutzen. 
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Wir w~ihlen also fiir jedes r zu zr # 0 ein Polynom ~0(r)(2(/1), 2(12) , . . . ,  ,'~(ln) ) vom 
Grad gr mit der Eigenschaft N~r)co (~) #0,  verwenden z, Parametersorten 2~r)(li), 
0 = 1, ..., zr und erhalten unser Funktionensystem mit der Festsetzung 

= . . . . .  

Auch die Parameter 2~r fiir verschiedene r seien verschieden. Daffir besteht 
zwar kein zwingender Grund, abet die vorangegangenen Uberlegungen haben 
mehrfach gezeigt, dab die Komponenten einer Chiralit~itsfunktion zu verschiede- 
nen irreduziblen Darstellungen voneinander unabh~ingigen Teilen des Chiralit~its- 
phiinomens entsprechen, und diese unabh~ingigen Ph~inomene werden natur- 
gem~iB durch unabh~ingige Parameter beschrieben. Die algebraische Struktur 
einer qualitativ vollst~indigen Chiralitiitsfunktion schreibt also die Minimalzahl 
yon Max(z~) Parametern vor, empfiehlt aber gewissermaBen ~ z~ unabh~ingige 

r 

Parameter und l~iBt erwarten, dab damit unabh~ingige physikalische Eigenschaften 
korrelierbar sin& 

Der Polynomansatz, gemi]B (15) interpretiert der Ansatz, in dem die Kom- 
ponenten ~o(/~(~)[L) einer qualitativ vollst~indigen Chiralit~itsfunktion in all- 
gemeinster Form durch Polynome niedrigsten Grades ligandenspezifischer 
Parameter approximiert werden, erh~ilt demnach gem~iB (15a) die in Beispiel 2 
des letzten Kapitels angegebene Gestalt. Wir verwenden in Zukunft ffir N~iherungs- 
ans~itze spezifische Funktionssymbole und bezeichnen Chiralit~itsfunktionen 
nach der Polynommethode mit X(IL). Wir schreiben also 

zr Zr 

r i = 1  0 = 1  

mit der notwendigen und hinreichenden Bedingung ffir qualitative Vollstandigkeit 

zr~aO 

I~ det (cl~)) va 0. 
r 

Die Indexauswahl Jt kann unabh~ingig von 0 getroffen werden, da sich die 
Polynome co~)(IL) mit Q = 1 ..... zr nut dutch die Parameter unterscheiden, also 
dieselben Funktionen unterschiedlicher Variablen sin& 

Die Form (16a) ist, vom formalen Standpunkt aus betrachtet, besonders fiber- 
sichtlich; ffir die praktische Aufstellung aber ist eine andere Form vorzuziehen, 
und sie bietet sieh an, wenn wir uns fiber eine zweckm/iBige Konstruktion der 
Polynome ~ ) ( [ L )  informieren. Es ist grunds~itzlich gleichgfiltig, welche Polynome 
vom Grad 9~ mit ~)(o~)([L) # 0  wir zugrunde legen.Unser Ansatz ist davon 
unabhgngig, da er ausjedem Darstellungsraum zu F~ ein beliebiges Polynom enth~ilt, 
der Darstellungsraum aber vonder Basiswahl nicht abh~ingt. Jede Spezialisierung 
des Ansatzes entsteht durch entsprechende Festlegung der Koeffizienten cl~ ). 

Bezugnehmend auf das Tableau y~)([L) bilden wir das Produkt aller (2(l j)) o-  1, 
wenn ij die Zeilenziffer des K~istchens mit der Nummer j bezeichnet. Dabei 
entsteht ein Monom in 2(/z) vom Grad 9 ,  das nach Anhang A3 von N~") nicht 
annulliert wird und sich demgem~ig fiir unseren Ansatz eignet: 

( , O ~ r ) ( [ L )  = { , ~ r ) ( / t )  . . .  ~(r)(lo(lr))}O {~r)(lo~r ) + 1 ) ' "  ~(r)(lo(2r')}l"'" { ""  )C~r)(ln)} 'u[r)-l" 
18 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 19 
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Die Funktionen m~7(IL) sind invariant gegenfiber Permutationen der 1 i innerhalb 
der Zeilen von 7(r)(]L). Mit dem Projektionsoperator r zur identischen Dar- 
stellung der Gruppe aller Permutationen yon Variablen innerhalb der Zeilen 
von ?(~)(IL) gilt also 

9(r)m~r)([L) = co~7(r 1L ) = co~)([L). (17) 

Im Anhang A3 wird gezeigt, dab es unter den Operatoren Nz(9(o)N(r)9(") mit 
e ~ ,  genau z, linear unabh~ingige gibt. Daher kann unabh/ingig von 0 eine Aus- 

wahl yon z, Permutationen ~ mit o = 1 . . . . .  z~ so getroffen werden, dab der 
Polynomansatz nach dem Muster von (15b) in der Form 

Zr  

z ( I L ) = ~ x  Z Z (~7 (,7 (,7 be, N m e (o~[Z) (16b) 
r O , a = l  

erscheint. Der Obergang von (16 a) zu (16 b) entspricht einer Basistransformation 
mit einer nichtsinguRiren Matrix, und daher bleibt der Rang der Koeffizienten- 
matrix erhalten. Die Koeffizientenbedingung fiir qualitative Vollstandigkeit zur 
Form (16b) lautet demnach 

z r r  

M det (b~2) # 0. 
r 

Die Eigenschaft (17) bietet die MSglichkeit zu einer weiteren praktisch wesent- 
lichen Vereinfachung. Dazu verwenden wir neben 9 (') den Projektionsoperator 
~(r) zur alternierenden Darstellung der Gruppe aller Permutationen der K~istchen- 
nummern innerhalb der Spalten von 7(~7(]L) und die damit erkRirten Young- 
Operatoren 

Nach Anhang A 3 gilt mit einer Konstanten C~ # 0 die Beziehung 

~(~) 9(~) = C~9(~7~7 = C~( ,7  9{~7 , 

und wir erhalten aus (16b) zun/ichst 

Zr Zr  

Z( l L) = ~z Z Z Z (') -a (r) (r)  (r)  boa (9(~ ) ~  9 m o ( IL) 
r 0 = 1  a = l  

z r  Zr  

- - r  2 Y', 2 C~b(/2(9(o~-~)9(~7~(~Tm{/7(IL). 
r 0 = 1  a = l  

W~ihlen wir statt der Basis (9(J~-a)9(')~] (r) die Basis (9(~-~)~](') mit geeigneten 
Permutationen J~, ~ = 1 . . . . .  z,, dann ergibt sich wegen ~/(~)m(o~7([L) = ~(~)m~7([L) 
schlieBlich 

Zr  

aQ~(9(a~ )9 m~ ([L) (16c) 
r 0 , ~ = 1  

h ('7 hervor- mit Koeffizienten a(,) die durch eine Basistransformation aus den ~Q~ 
gehen. Deshalb lautet die Koeffizientenbedingung 

z ~ r  

I~ det (a~)) # 0. 
r 
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(16c) hat gegenfiber (16a) den Vorzug der Unabh~ingigkeit von den Darstellungs- 
matrizen. Statt der Operatoren N(~)in (16b) erscheinen die Operatoren ~(r). Die 
bei der Konstruktion entstehenden Polynome t/~)( I L)~(~)co~)([L) k6nnen 
durch geeignete Zusammenfassung der Glieder in eine Form gebracht werden, 
die unmittelbar aus dem Tableau abgelesen werden kann. 

Dazu konstruieren wir die Produkte aller 2-Differenzen zu jeweils einer Spalte 
von ?~')([L), insoweit sie mehr als ein K~istchen enth~ilt, und bilden das Produkt 
dieser Produkte (d. h. das Produkt der Vandermondeschen Determinanten aus 
den Variablen jeweils einer Spalte). Im Anhang A3 wird gezeigt, dab dieses 
Polynom mit ~(~)e)~r)(]L) fibereinstimmt. In Formeln: 

t = l  

O = < i < k < # ( r )  

i,!r 

mit der Fest- 
setzung o~ ) = 0. 

Z(IL) in der Gestalt (16 c) ist nur eine Umformung eines auf Polynome bezogenen 
Ansatzes gem~iB (15). Daher gilt: 

Z([L) ist die einfachste nicht spezialisierte und qualitativ vollst~indige Chirali- 
t~itsfunktion, mit der eine beliebige Chiralit~itsbeobachtung approximiert 
werden kann, wenn wir den Einflug der Liganden durch ligandenspezifische 
Parameter beschreiben und die Zahl der Parameter ffir jeden Liganden mit 
der Mindestzahl der unabh~ingigen Komponenten des Chiralit~itsph~inomens 
identifizieren. Sie kann aufgefagt werden als das erste Glied einer Reihen- 
entwicklung nach Potenzen von Parametern, das die Eigenschaft der qualita- 
tiven Vollst~indigkeit besitzt. Da die Ligandenparameter in Z(IL) a priori 
nicht festgelegt sind, ist der Polynomansatz trotz seiner speziellen Struktur 
anpassungsf~ihig. 

Der Ansatz nach der Polynommethode hat einige bemerkenswerte Eigen- 
schaften: 

a) Er ist invariant gegenfiber einer Variablentransformation 2(0r)(/i)~ 2(Qr)(/i) + K~ r) 
mit einer beliebigen, von i unabhgmgigen Konstanten K~ "). Dies zeigt die 
Konstruktion mit Vandermondeschen Determinanten, die ja nur yon Diffe- 
renzen von Parametern mit festem rund  Q abh~ingen. 

b) Der Ansatz enth~ilt ~z~ willkfirlich wfthlbare Koeffizienten. Dies folgt aus 
der Homogenit~it der ~z ,  Polynome in Parametern mit jeweils festem rund 0. 

(r) (r)g (r) Mlt der Transformation 2~ (li)--,C~ ~ 2Q (li) kann also eln gememsamer 
Faktor C~ ") der Koeffizienten cl~ ) mit festem r u n d  Q abgespalten werden. 

Die qualitative Vollst~indigkeit des Ansatzes, nicht aber seine Allgemeinheit 
im Rahmen der besprochenen Methode bleibt erhalten bei Spezialisierungen wie 
z. B. der folgenden: 

Zv 

r 0 = 1  

mit Permutationen % gem~il3 (16c). 
18" 
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10. Zweites Verfahren; 
Methode der Linearkombination yon Funktionen einer Mindestzahl von Liganden 

Die Funktionen co~r)(~ [ L) des Ansatzes nach dem zweiten Verfahren seien 
nur von den Liganden an einigen Geriistpl~itzen abh~ingig, und zwar sei die Zahl 
der Pl~itze ein Minimum unter der Nebenbedingung N(r)og~r)(~lL ) 7~ 0. Damit 
ist eine Struktur festgelegt, deren Einzelheiten nach im Anhang A 3 bewiesenen 
S~itzen ohne Mfihe dem jeweiligen Partitionsdiagramm zu entnehmen sind. 

Die Zahl k, der Geriistpl~itze ffir og~)(~[L) ist durch die L~inge der ersten Zeile 
des Partitionsdiagramms ?(r) gegeben. Es gilt 

kr  = n - o~ ~ .  

Insbesondere sind also die Extremwerte kmi . < k ~ < k m .  x ffir die kr-Liganden- 
funktionen unseres Ansatzes mit den Chiralit~itszahlen der Molekfilklasse fest- 
gelegt, 

k m i  n = r / - -  o und k m a  x = F / -  O m i n ,  

und wegen der in Kapitel 6 abgeleiteten Grenzwerte haben wir ffir alle chiralen 
Molekfilklassen mit achiralem Geriist die Aussagen: 

1 < kmi n -< 3 und kma x < n - 1. 

Der yon e)~)(ol L) mit allen ~ ~ ~ ,  aufgespannte Funktionenraum enthalt die 
Darstellung F~ h6chstens t~mal, und zwar ist t, gleich der Dimension der Dar- 
stellung zu jenem Partitionsdiagramm, das aus 7 (r) entsteht, wenn man die erste 
Zeile weglaBt ~. 

Die Funktionen o~r)(IL) ohne Permutationssymbol vor dem Strich seien 
von den Liganden an den k~ Gertistpl~itzen o~)+ 1, o~)+2, . . . , n  abh~ingig: 

Die algebraische Struktur der Funktion co(or)( IL ) drfickt sich in der Invarianz 
der Funktion gegenuber den Permutationen der Liganden an den Gerfistpl~itzen 
1, ..., o~ ") aus. Mit dem Projektionsoperator 9 {''~) zur identischen Darstellung 
der Gruppe :~(r' ~)((9) aller Permutationen bezfiglich der K~istchennummern in der 
ersten Zeile von ?(~)(IL) dokumentiert sich die Struktur daher in der Gleichung 

= .. ( .  IL)--~o~')(IL). (18) 

Wir bezeichnen den Ansatz nach dem zweiten Verfahren mit ~(IL) und 
formulieren ihn zun~ichst gemliB (15b): 

~r Zr tr  

~ ( I L ) = ~ Z  Z Z {') (') (') b o ~  co o (o~]L). 
r o = l  a = l  

Dabei sind die G t, Permutationen o~ j eweils so ausgew~ihlt, dab die z~ t~ Operatoren 
~x(9(a~-a)~(~)~("i) linear unabh~ingig sin& Mit einer allgemeinen Funktion, 
die die Darstellung F, tats~ichlich t~ mal induziert, sind die G t, Funktionen 

4 t~ > 1 i s t  e r s t  f l i t  n >_-- 5 m~Sglich, t ,  = n, n u r  f~r  nr = 1. 
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eine Basis fiir alle aus o)c0~ entstehenden Chiralit~itsfunktionen zur Dar- 
stellung F~. Die Wahl der Permutationen ~ ist damit von ~ unabh~ingig. 

Wit formen mit den im letzten Kapitel eingefiihrten Young-Operatoren um 
und berficksichtigen die im Anhang A 3 hergeleitete Beziehung 

,~(r)~(r, 1)= C, 2 (Q(d)~'(r'l)='Ofr)O~(v)~("l)(Q(d-1)" 

Dabei ist C~ r 0 eine Konstante und ~ eine in A 3 erkl~irte Menge von Permuta- 
tionen bezfiglich der K~istchennummern auBerhalb der ersten Zeile von?(*)([L). 
Mit (18) erhalten wir 

Sr z r t r  

2( IL)=*~ 2 2 2 b~)(~(~@-l)*(r)-~(r'l)~ 
r g = l  a = l  

Sr Zrtr  

"~Z E E E E ~ (r) -i (r i ) ~(r) o~(r, O~r)( 0 = Crbo~(9(oa ~)~" IL). 

Im Gegensatz zum Polynomansatz haben unsere Basisfunktionen co~~ ffir 
jedes r die Eigenschaft, dab eine Linearkombination wieder zu einer Funk t ion  
des vorgegebenen Strukturtyps ffihrt. Wir nehmen daher den Grenziibergang 
s~--->c~ vor, setzen eine vollst~indige Basis o2~~ ffir k,-Ligandenfunktionen 
voraus und erhalten mit den Funktionen 

die Form 

~o=1 

Zrtr  

r a = l  o 1 ~  

Ohne den Ansatz zu spezialisieren, k6nnen wit mit dem Obergang zu einem 
vollst~indigen Funktionensystem co~)(]L), Q = 1, 2, ... alle Annahmen fallen lassen, 
die sich aufdie Allgemeinheit der Basisfunktionen co~o(]L) und ihre Zugeh6rigkeit 
zu linear unabh~ingigen Darstellungsr~iumen beziehen, denn die Funktionen 
~/~)(]L) werden dadurch in ihrer Allgemeinheit nicht eingeschr~inkt. 

Da o~(o als Vektor eines irreduziblen Darstellungsraums ffir F, angesehen 
werden kann, gibt es eine Beziehung 

Zr 

~=i 

ffir alle ~ ,  o e 6 ,  mit z, linear unabh~ingigen Basisvektoren ~x (9(~-:)~(r). Damit 
erhalten wir 

Zrtr  Zr 

a . . . .  ~0(~ )~  ~ ( . ~ L ) .  
r a = l  o t ~  V = I  
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Die Summe fiber a und ~ l~il3t sich ausffihren, da sie nur fiber Funktionen l~iuft, 
die von denselben Geriistpl~itzen abh~ingen, so dab wir mit 

Zr t r  

c~r)(IL)= Z Z (,) ~(r) a . . . .  ~ (oiL) 
~ = 1  ~ 1 ~  

Funktionen vonder Struktur der co~r)([L) erhalten. Damit entsteht die endgfiltige 
Form unseres Ansatzes nach dem zweiten Verfahren: 

zr  

~( IL)=~@ z ~', ~ (9(~-l)Y)(r)6~~ I L )  (19) 

Es ist plausibel und wird im Anhang B 2 bewiesen, dal3 die Bedingung ffir qualitative 
Vollst~indigkeit lautet: 

~(]L) ist genau dann qualitativ vollst~indig, wenn die Y)~)cS~r)({L) linear 
unabh~ingig sind. 

Ansatz (19) ist nach den allgemeinen Ausffihrungen in Kapitel 8 einer Form 
(15) ~iquivalent, in der die Basisfunktionen jeweils die hier geforderte Struktur 
besitzen. Daher gilt folgende Aussage: 

Ansatz (19) 16st in allgemeiner Form die Aufgabe, eine beliebige Chiralit~its- 
beobachtung qualitativ vollst/indig durch Superposition yon Einflfissen zu 
beschreiben, die auf der Wechselwirkung von m6glichst wenig Liganden 
beruhen. 

Es ist m6glich, den Niiherungsstandpunkt des zweiten Verfahrens zu modifi- 
zieren, indem wir die Zusatzforderung fallen lassen, nach der durch Superposition 
von kr-tupel-Wechselwirkungen nichts beschrieben wird, was qualitativ bereits 
durch Wechselwirkung von weniger Liganden beschrieben werden kann. Mit 
anderen Worten, wir k6nnen einen qualitativ vollst~indigen Ansatz mit Linear- 
kombinationen von kr.,x = n - Omi n Argumenten formulieren. Wir verlieren dabei 
die Zerlegung nach irreduziblen Darstellungen Ft. Dieses Programm ist ohne 
wesentliche Schwierigkeiten durchffihrbar, soll aber hier nicht explizit bearbeitet 
werden. Ein solcher Ansatz enth~ilt den Ansatz nach dem zweiten Verfahren als 
Spezialfall. Die Zusammenfassung nach symmetrieiiquivalenten k-tupeln einer- 
seits unter Aufgabe der Zerlegung nach irreduziblen Darstellungen und die Zer- 
legung nach irreduziblen Darstellungen unter Aufgabe der Symmetriegquivalenz 
andererseits sind Beschreibungsformen, die der Komplementarit~it in der Dar- 
stellung quantenmechanischer Zustandsfunktionen durch ~iquivalente und symme- 
trieadaptierte Funktionen entsprechen. 

Der Polynomansatz ist ein Spezialfall des Ansatzes nach dem zweiten Ver- 
fahren. Dies ist evident, da die beim Polynomansatz verwendeten Monome 
spezielle kr-Ligandenfunktionen sind. 

Beim Vergleich der Formen (16c) und (19) erhiilt man die Identifizierung 

zr  

~Q~ ~ Q  ~ 

Q = I  

z~:~O 

Dabei bringt die fiir (16b) giiltige Bedingung y[ det(bff~)r 0 die lineare Unab- 
r 

h~tngigkeit der ~)(')~')( I L) zum Ausdruck. 
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11. Verkiirzte Ansiitze nach den beiden Niiherungsverfahren 

Wir beziehen uns auf das allgemeine Prinzip ftir Verkiirzung yon Chiralit~its- 
funktionen nach Kapitel 7 und behandeln die dem ersten und zweiten Verfahren 
strukturgem~iBen Verkfirzungsm6glichkeiten. 

a) Erstes Verfahren 

Es ist zul~ssig, das erste Verfahren als eine Taylorreihenentwicklung einer 
qualitativ vollsthndigen Chiralit~tsfunktion nach ligandenspezifischen Para- 
metern zu interpretieren, in dernur das jeweils erste nicht verschwindende Glied 
berticksichtigt wird. Da der Grad der Polynome verschiedenartiger Parameter 
kein Kriterium ffir Gr6Benvergleiche darstellt, daB auBerdem die Wahl der 
verschiedenartigen Parameter unabh~ingig voneinander so getroffen werden 
kann, dab die Chiralit~tsfunktion an jedem Teilph~nomen m6glichst gut durch 
Polynome niedrigsten Grades besehrieben wird, ist es nicht inkonsequent, 
die Potenzreihenentwicklung ftir verschiedenartige Parameter bei verschie- 
denen Graden abzubrechen, wie das bei unserem Ansatz der Fall ist. 
Trotzdem ist die Beschr~nkung auf Polynome, deren Grad eine gemeinsame 
obere Grenze nicht fibersteigt, ein m6glicher N~herungsaspekt. Wir k6nnen 
seine Berechtigung experimentell nachprfifen, da mit Vernaehl~ssigung aller 
Polynome mit Graden 9r > g ein verkfirzter Ansatz entsteht, der ffir eine Teil- 
klasse yon Molekfilen qualitativ vollst~ndig ist und daffir mit dem unver- 
kfirzten Ansatz fibereinstimmt. Der verkfirzte Ansatz lautet: 

9~<g 
Zg( I L ) =  ~ X(~)IL).  (20) 

F 

Ansatz (20) ist qualitativ vollst~indig ffir Molekfile mit Ligandenpartitionen 
7 (~), zu denen alle 7 (~) ~ 7 (~3 der Bedingung 9; < 9 genfigen. Die Vernachl~issi- 
gungen werden erst hei Molekfilen relevant, fiir die diese Bedingung nieht 
erftillt ist, und ihre Berechtigung kann systematisch getestet werden, indem die 
Giiltigkeit von Additionstheoremen 

Xo(fi(V) lL):-O f[ir F zu g~>g 

experimentell fiberprfift wird. Solche nichttrivialen Additionstheoreme sollten 
dem experimentellen Befund entsprechen, daB die zu approximierende Chirali- 
tMsbeobachtung an chiralen Isomerengemischen der Form fi(F)L oder fi(n~L 
kleine MeBwerte liefert. An Hand der Beispiele im letzten Kapitel werden wir 
uns speziell bei der Klasse der Allenderivate davon fiberzeugen, daB mit solchen 
Feststellungen interessante Informationen fiber die geometrische Natur ver- 
schiedener Beitr~ige zum Resultat einer speziellen Chiralit~itsbeobachtung 
verbunden sind. 
Mit der speziellen Voraussetzung 9mln = Min(g~) bekommen wir den ein- 
fachsten verkfirzten Polynomansatz. 
In [-7] wurden Polynomans~itze fiir Chiralit~tsfunktionen von 16 verschiedenen 
Molekiilklassen angegeben. Bei ihrer Aufstellung stand uns die hier gewonnene 
(Jbersicht noch nicht zur Verftigung, und daher ist weder eine Klassifikation 
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nach irreduziblen Darstellungen der 6 ,  durchgeffihrt, noch das Kriterium der 
qualitativen Vollst~indigkeit berticksichtigt, lnsbesondere findet ffir jede Klasse 
nur ein ligandenspezifischer Parameter Verwendung. Die Beschr~inkung auf 
einen Parameter ist im Rahmen der qualitativen Vollst~indigkeit eine zu- 
l~issige Spezialisierung, solange z r nicht gr613er als eins ist. Als verkfirzte An- 
s~itze Zgmin(IL) in dem hier definierten Sinn kSnnen daher die Ans~itze ffir die 
Klassen 1 - 7 ,  9, 10, 14 und 15 gelten. 

b) Nach dem zweiten Verfahren wird eine Chiralit~itsbeobachtung durch Super- 
position von Einfltissen beschrieben, die jeweils auf der Wechselwirkung einer 
Minimalzahl von Liganden beruhen. Es ist physikalisch plausibel anzunehmen, 
dab der quantitative Beitrag dieser Einfltisse mit dem Ansteigen der jeweils 
notwendigen Zahl wechselwirkender Liganden k~ abnimmt. Wegen der Be- 
ziehung k r = n - o(1 r) ist der in Kapitel 7 beschriebene Verkiirzungsstandpunkt 
physikalisch nahegelegt, wonach solche Beitr/ige nur insoweit berficksichtigt 
werden, als die Zahl der wechselwirkenden Liganden k~ eine obere Grenze k 
nicht tiberschreitet. Damit lautet der verktirzte Ansatz: 

kT<=k 

2k( I L ) =  ~ 2 ( f )  lL). (21) 
F 

(21) ist qualitativ vollst~ndig ffir Molekfile mit Ligandenpartitionen 7 tr), zu 
denen alle 7(~) 9 7 tr) der Bedingung k; <= k gen/.igen. In bezug auf die Beschreibung 
der Chiralit~tsbeobachtung an den iibrigen Molekiilen beinhaltet die Ver- 
kfirzung eine zus~tzliche NSherungshypothese, deren Berechtigung ~hnlich 
wie bei den verkfirzten Polynomans~itzen experimentell getestet werden kann. 
Der einfachste Ansatz nach dem zweiten Verfahren entsteht durch Verkfirzung 
bis auf k m i  n = F / - -  O. Wegen der allgemein gfiltigen Grenzen n - 3 _ o _< n - 1 
ffir chirale Klassen mit achiralem Gerfist gibt es fiir 2,-o([L) drei charak- 
teristische FNle: 

k-- 1 betrifft Molekfilklassen, in denen bereits eine lineare Oberlagerung yon 
Beitr/igen der einzelnen Liganden die Chiralit~tsbeobachtung ap- 
proximiert. 

k -- 2 betrifft Molekfilklassen, in denen erst die Wechselwirkung zwischen zwei 
Liganden Beitr~ige Zur Chiralit/itsbeobachtung liefert. 

k = 3 In diesen Klassen stellt erst die Wechselwirkung zwischen drei Liganden 
nichtverschwindende Beitr~ige zur Chiralit~itsbeobachtung. 

Aus der Literatur sind uns keine Theorien spezieller Chiralit~itsph~inomene 
bekannt, die explizit fiber diesen Standpunkt der Verkfirzung hinausgehen. 
Alle Ans~itze nach dem zweiten Verfahren zu den 16 Molektilklassen in [7] 
sind verkfirzte Ans~itze 2,-o im hier definierten Sinn. 

c) Aus den verschiedenen Standpunkten zur Verktirzung gemN3 einer oberen 
Grenze 9 ffir den Grad der Polynome bzw. einer oberen Grenze k ffir die Zahl 
der wechselwirkenden Liganden geht hervor, dab verkfirzte Ans~itze nach 
beiden Methoden im allgemeinen nicht vergleichbar sind. In zwei Grenz- 
f~illen dagegen ist ein Vergleich allgemein zul/issig: 
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c~) Die Klasse hat die Chiralit~itsordnung o = n -  1; das gr6Bte Partitions- 
diagramm mit z r va 0 hat die Form ~ I I I - - -  ; die Ans[itze 2kmi= 21 und 
)~am~n = ;g~ unterscheiden sich nur in der Bezeichnung, und wir k6nnen sie 
identifizieren gem~iB 

fl) Der unverkfirzte Polynomansatz ist, wie schon erw~ihnt, eine Spezialisierung 
des unverkfirzten Ansatzes nach der zweiten Methode. Es entsteht aus dem 
letzteren durch Potenzreihenentwicklung nach ligandenspezifischen Para- 
metern. 

12. Beispiele zum ersten und zweiten Niiherungsverfahren 

Die bisher erarbeitete algebraische Theorie der Chiralitiitsfunktionen und 
ihrer Niiherungsans~itze wird yon ihrem praktischen Wert erst bei der Diskussion 
yon Beispielen fiberzeugen. Aus diesem Grund wird die Analyse spezieller inter- 
essierender Molekiilklassen unter dem Gesichtspunkt aller in den vorausgegan- 
genen Kapiteln abgeleiteten Theoreme empfohlen. Im folgenden wird eine solche 
Analyse an einigen Beispielen skizziert. Die Auswahl der Beispiele und der dabei 
verifizierten Theoreme ist willkfirlich und unvollst~indig. Wir benutzen den 
Partitionenverband zur Systematik in der Diskussion, ordnen also nach der Zahl 
der Gerfistpl~itze. Dabei stellen wir jeder Molektilklasse eine Tabelle zur Seite, 
wo in jeweils einer Zeile fiir jeden irreduziblen Bestandteil F~ aus F =  ~z~F~ 
das Darstellungssymbol, der zugeordnete Index g, die Zahl z~, der Grad des 
Polynoms gv und die Zahl kv der Liganden in den Funktionen 6)])(IL) aufgefiihrt 
sind. Die Chiralit~itszahlen sind den ebenfalls aufgezeichneten Schemata ffir die 
Partitionenverb~inde zu entnehmen, wobei die Diagramme 7 (v) durch die Schraffur 
erkennbar sind. In den N~iherungsans~itzen werden wir der Kfirze wegen die 
Indizes i statt I i als Argumente der Funktionen verwenden. Wenn beim zweiten 
Verfahren gemiiB (19) durch Anwendung der Operationen ~(v) und ~x gewisse 
Komponenten einer k~-Ligandenfunktion (5~ v~ annulliert werden, dann ver- 
wenden wir eine kv-Ligandenfunktion, die diese Komponenten a priori nicht hat, 
also eine Funktion mit entsprechenden Symmetrieeigenschaften (vgl. Beispiel 1). 
Gleichartige Bezeichnungen yon Variablen oder Funktionen ftir verschiedene 
Molekfilklassen besagen nicht deren Gleichheit; die Ubertragbarkeit von Funk- 
tionen oder Parametern von einer Molekfilklasse zur anderen ist Untersuchungs- 
gegenstand der Empirie oder z.B. einer quantenmechanischen Theorie des 
speziellen PhS.nomens. Zur Bezeichnung verkfirzter Ansfttze verwenden wir den 
h6chsten Grad g bzw. die Maximalzahl k von Liganden in den Basisfunktionen 
eSpY)(IL) als Index. Qualitativ vollst~indige Ans~itze werden ohne Index ge- 
schrieben. 

1. Drei Geriistpldtze 

a) Molekfilklasse mit der Gerfistsymmetrie C~ gem~iB F ig .Z  Platz 3 liegt in 
einer Spiegelebene, Platz 1 und 2 sind symmetrie~iquivalent: 
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/ 
/ ,  

/ 

/ 

Fig. 7 

VT-T'- ]  1 

Tabel te  1 

F~ (21) (1 3) 2 

g 2 3 I 

I z~ 1 1 
g~ 1 3 
k~ 1 2 3 

Fig. 8. 

Qualitativ vollstiindige Ansiitze: 

Z(IL) = 2(2)(1)  - 2(2)(2)  + [)],(3)(1) - 2 (3) (2)  -] [2 (3 ) (1 )  - 2(3)(3)-I [,~(3)(2) - 2 ( 3 ) ( 3 ) ] ,  

2(IL)  = &(2)(1) - &(2)(2) + o9(3)(1, 2) + (79(3)(2, 3) + (7)(3)(3, 1) 

mit 69(3)(1, 2) = - 69(3)(2, 1) 5 

Verkiirzte Ansatze mit 9 = 1 und k = 1 : 

g~([L) = 2(2)(1) - 2(2)(2), 

21(IL) = ~ ( 2 ) ( 1 )  - 6 r  

Addit ionstheoreme Rir die beiden verkfirzten Ansiitze: 

ZI(~(3)IL) ~ Z1(1, 2, 3 )+  Z~(2, 3, 1) + Z1(3, 1 , 2 ) - 0 ,  

21(/~(3) ] L) ~ Z1 (1, 2, 3) + Zx (2, 3, 1) + Z1(3, 1, 2) - 0.  

b) Der N~iherungscharakter der Addit ionstheoreme zeigt sich beim Obergang 
zur Obersymmetrie  C3~ (Fig. 9). 

f"T'-~ ! 

�9 I 
r; (13 ) 

2 
F 3 
z 7 1 
9~ 3 
k; 2 

Fig. 9 N 3 

Qualitativ vollstiindige Ans~itze: Fig. 10 

z ( I L )  = [,~(3~(1) - ,~( '~(2)]  [ ,~ (~(1)  - ~(3~(3)]  [ ;~ (3> (2 ) -  , ~ ( ~ ( 3 ) ] ,  

~(IL)  = ~(3)(1,  2) + ~(3)(2,  3) + &(3)(3,. 1) 

mit (79(3)(1, 2) = --(73(3)(2, 1). 

5 Dabei  ist &ta)(i,k) mit  der  angegebenen  Symmetr iee igenschaf t  s tat t  der  L i n e a r k o m b i n a t i o n  
d)ta)(i, k) - ~t3)(k, i) mi t  einer bel iebigen F u n k t i o n  d913)(i, k) verwendet ,  die wir nach  dem Verfahren in 
Kapi te l  10 zun~ichst e rha l ten  wtirden. 
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An Stelle des Additionstheorems zu Beispiel a) tritt die Identitht 

Z( I L )=  Z(~(3) IL) bzw. ~( l L) =2(~(3) 1L ). 

Die Komponente Z(/~(3) IL) b z w .  2(~(3)1L )der Chiralit~itsfunktion ftir Klasse a) 
bezeichnet einen Beitrag, der ftir Klasse b) der allein mal3gebende ist. Je 
un~ihnlicher die Molekfilklassen a) und b) sind, um so genauer gilt das oben 
aufgeschriebene Additionstheorem fiir die Molektilklasse a). Die verktirzten 
Ans~itze zu Beispiel a) verschwinden identisch ftir alle chiralen Molekfile beim 
Ubergang zur Symmetrie C3~. Sie repr~isentieren eine Chiralit~itsbeobachtung 
an der Molekiilklasse a) insoweit, wie die Abweichung vonder  C3~-Symmetrie 
des Ger/ists mal3gebend ist. Insbesondere wird die Chiralit~itsbeobachtung 
an chiralen Molekfilen der Klasse a) mit gleichartigen Liganden an den 
Pl~itzen 1 und 3 bzw. 2 und 3 durch den Weft Null beschrieben, da im Fall der 
C3~-Symmetrie dann achirale Molekfile vorliegen. Wenn wir einen Vergleich 
zwischen den beiden Klassen anstreben, mug jedenfalls der unverktirzte 
Ansatz zu a) diskutiert werden. 

2. lder Geriistpldtze 

a) Molektilklasse mit der Gerfistsymmetrie C s gemN3 Fig. 11. Platz 3 und 4 
liegen in einer Spiegelebene, Platz 1 und 2 sind symmetrie~iquivalent. 

Tabelle 3 

r~ (31) (22 ) (212 ) (14 ) 

F 2 3 4 5 
z~ 1 1 2 1 
g~ 1 2 3 6 
k~ 1 2 2 3 

/ 

/ ,..,.@ / 

/ 

/ /  
/ 4J 
/ 
/ 

Fig. 11 

I I f I I 1  

I 

T 

I 

Fig. 12 

Trotz des Umfangs der qualitativ vollst~indigen Ans~itze ftir diese Klasse 
wollen wir sie hier aufschreiben, da damit innerhalb der Molektilklassen mit 
vier Gertistplhtzen die Obersymmetrien Czv, C4v ,D2d und T d entsprechend 
dem Schema in Fig. 13 systematisch diskutiert werden k6nnen (vgl. Kapitel 5). 
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b) 

Z u  d e n  O b e r s y m m e t r i e n  g e h 6 r e n  in de r  P r a x i s  i n t e r e s s i e r e n d e  M o l e k t i l -  
k lassen ,  f/Jr die  d ie  q u a l i t a t i v  vo l l s t~ ind igen  Ans~itze e i n f a c h e r  s ind  (Beisp ie le  
b) bis  e)). Ta 

! 
C~ jD2a 

\ 

Cs 
Fig. 13 

Q u a l i t a t i v  vo l l s t / i nd ige  Ans~itze:  

Z ( I L )  = 2(2)(1) - 2(2)(2) + [2(3)(1) - 2(3)(2)] [2(3)(3) - 2(3)(4)] 

+ a~4)[2~4)(1) -- 2(4)(2) -] [2~4)(1) -- 2(14)(3)-] [214)(2) -- 2~4)(3)3 
(4) (4) + a12 [21 (1) -- 2~4)(2)] [2(14)(1) -- 2~r [2(14)(2) -- 214)(4)-] 

+ a(2~)[2(24)(1) - 2(24)(2)1 [2~4~(1) - 2(24)(3)-] [2~4~(2) - 2(24)(3)-] 
(4) (4) + a22 [2~ ( 1 ) -  294)(2)1 [2(24~(1)- 2~4)(4)-] [2(24~(2) - 214~(4)-] 

+ [2(5)(1) - 2(5)(2)-] [2(5)(1) - 2(5)(3)-] [2(5)(1) - 2(5)(4)-] 

�9 [2(5)(2) - 2(s)(3)-] [2(5)(2) - 2(s)(4)] [2(5)(3) - 2(s)(4)-], 

2 ( [ L )  = ~(2)(1) - ~(2)(2) + ~(3)(1, 3) + ~(3)(2, 4) - ~(3)(1, 4) - (~(3)(2, 3) 

+ 69~4)(1, 2) + c5(~4)(2, 3) + c7914)(3, 1) + &(24)(1, 2) + &(24)(2, 4) + 6)(24)(4, 1) 

+ c5(5)(1, 2, 3) - 69(5)(2, 3, 4) + c5(5)(3, 4, 1) - c5(s)(4, 1, 2) 

mi t  c5(3)(1, 3) = c5~3)(3, 1); c514)(1, 2) = -69~4)(2, 1); c5~4)(1, 2) = -c5(24)(2, 1); 
c5(5)(1, 2, 3) = c5(5)(2, 3, 1) = 69(5)(3, 1, 2) = -c~(5)(1,  3, 2) = -69(5)(3,  2, 1) 
= - c5(5)(2, 1, 3). 
M o l e k i i l k l a s s e  m i t  de r  G e r i i s t s y m m e t r i e  Cz~ gem~il3 Fig.  14. 

Tabelle 4 

F; (22 ) (21 z ) (14 ) 

g 3 4 5 
z~ 1 1 1 
9~ 2 3 6 
k~ 2 2 3 

Fig. 14 Fig. 15 

I 
E y e 2  

I 
NN 3 

I 
EP, 

i 



Theorie der Chiralit~itsfunktionen 269 

c) 

Qual i ta t iv  vollst/ indige Ansfitze: 

Z( IL)  = [2~3)(1) - 2ta)(2)] [2~3)(3) - J~(3)(4)3 

q- 1-2(4)(1) - -  2(4)(2)3 [-2(4)(3) - -  2(4)(4)] [2(4)(1) + 2(4)(2) - j~(4)(3 ) - 2(4)(4)] 

+ [2(5)(1) - 2(5)(2)] [2(5)(3) - 2(5)(4)] 

�9 [2(5)(1) - 2(5)(3)] [2(5)(1) - 2(5)(4)] [2(5)(2) - 2(5)(3)] [2(5)(2) - 2(5)(4)], 

2( I L) = 6)(3)( 1, 3) + &(3)(2, 4) - 6)(3)(1, 4) - 6o(3)(2, 3) 

-]- (7)(4)(1, 3) + 6)(4)(2, 4) - 6)(4)(1, 4) - (7)(4)(2, 3) 

+ 69(5)(1, 2, 3) - 6)(5)(2, 3, 4) + 6)(5)(3, 4, 1) - 6)(5)(4, 1, 2) 

= 6)(1, 3) + 6)(2, 4) - 6)(1, 4) - &(2, 3) 

+ 6)(5)(1, 2, 3) - 6)(5)(2, 3, 4) + 60(5)(3, 4, 1) - 6)(5)(4, 1, 2) 

mi t  6)(4)(1, 3 ) =  -6)(4)(3, 1); &(3), 6)(5) wie in a). 

Wie dieses Beispiel zeigt, k 6 n n e n  be im zweiten Verfahren  gelegentl ich K o m -  
ponen t en  zu verschiedenen i r reduziblen Dars te l lungen  s t rukturgle ich  sein 
und  daher  zusammengefaBt  werden;  69 = 6)(3)+ &(4) ist eine beliebige, durch  
keine Symmetr iee igenschaf ten  spezialisierte Zwei l igandenfunkt ion .  

Molekf i lk lasse  mit  der Ger t i s t symmet r ie  C4v gem~iB Fig. t6. 

Tabelle 5 ~ 1 

F7 (212 ) 

4 
z~ 1 2 
g~ 3 
k~ 2 I 

F:Fq 
I 

I 

Fig. 16 5 

Fig. 17 
Qual i ta t iv  vollst~indige AnsMze:  

X(IL)  = [2(4)(1) - 2(4)(2)] [2(4)(3) - 2(4)(4)] I2(4)(1) + 2(4)(2) - 2(4)(3) - 2(4)(4)], 

2 ( I L )  = 6)('~)(1, 3) + 6)(4)(2, 4) - 6)(4)(1, 4) - 6)~4)(2, 3) 

mi t  6)(4)(1, 3) = - 6)(4)(3, 1). 
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d) Molek t i lk lasse  mi t  der  G e r t i s t s y m m e t r i e  Oza gem~iB Fig. 18. 

Tabelle6 I I I I l 

F; (22 ) (14 ) 

3 5 
z; 1 1 2 

g; 2 6 
k~ 2 3 [ 

F;N 3 

I 
Fig. 18 

Qua l i t a t iv  vollst~indige Ans~itze: Fig. 19 ~ 5 

z ( I L )  = I-~.(3)(1) - ;~(3)(2)]  I-,~(a)(3) - ,~(3)(4)]  

+ E2(5)(1)- 2(5)(2)-1 E2(5)(1) - 2(5)(3)3 E2(5)(1)- 2(5)(4)3 E2(5)(2)- 2(5)(3)3 

�9 E2(5)(2) _ 2(5)(4)3 E2(5)(3) _ 2(5)(4)3, 

2(IL) = ~(3)(1, 3) q- ~(3)(2, 4) - ~(3)(1, 4) - ~(3)(2, 3) 

+ c5(5)(1, 2, 3) - 6)(5)(2, 3, 4) + 69(5)(3, 4, 1) - 69(5)(4, 1, 2) 

mi t  69(3)(1, 3) = - 69(3)(3, 1) 
und  c5(5)(1, 2, 3) = (~(5)(2, 3, 1)=69(5)(3, 1, 2) = -c5(5)(1, 3, 2 ) =  -c5(5)(3, 2, 1) 
= - ~(5)(2, 1, 3). 

e) Molek t i lk lasse  mi t  der  G e r t i s t s y m m e t r i e  Te gem~il3 Fig. 20. 

V T I - - r ~  1 

Tabelle 7 l 

r~ (14 ) 2 

7 5 
z~ 1 [ 
9~ 6 

3 k; 3 

I 

I 

Fi~. 20 Fig. 21 ~ 
5 
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Qualitativ vollst/indige Ans~itze: 

�9 [2(s)(2) - 2(5)(3)] [2(5)(2) - 2(5)(4)] [2(5)(3) - 2(5)(4)], 

2( I L) = c5~5)( 1, 2, 3) - 69(5)(2, 3, 4) + c5(5)(3, 4, 1) - 69~5)(4, 1, 2) 

mit Symmetriebedingungen ftir c5(5)(1, 2, 3) wie in Beispiel d). 

Da Klasse e) Methanderivate und Klasse d) z. B. Allenderivate, also beide 
Beispiele chemisch interessante Molekfilklassen repr~isentieren, wollen wir speziell 
daftir eine Gegenfiberstellung vornehmen. Dabei k6nnen wir uns aufden Polynom- 
ansatz beschr~inken, insoweit die Diskussion ffir den Ansatz nach der zweiten 
Methode analog verlaufen wtirde. 

Die Chiralit~itsfunktion ftir die Klasse der Allenderivate hat zwei Kompo- 
nenten: 

Z([Z) = Z(/~(3) l t )  q- Z(/~(5)IL) bzw. 2 ( I t )  = 2(/~(3)1L) -t- 2(/r 1L). 

Die Verkiirzung auf Polynome vom Grad 9r < 5 bzw. auf Paarfunktionen, also 
k = 2 fiihrt zum Ansatz 

Zs( It)=z(/~(3)l L) bzw. 22(IZ)=2(/ r  

Der verkfirzte Ansatz ist qualitativ vollst~indig fiir alle Ligandenpartitionen 
7 (r) 3 7 (4), wobei 7 (3)  und 7 (4) fiir Molekiile aktive Partitionen sind. Ftir die ver- 
ktirzten Ans~itze gelten die Additionstheoreme 

Zs(/r ~IL)=z(/z(3)/~(s) z~IL)-O bzw. 2z(/z(5) ~lL)=2(fi(3)/r 

Dementsprechend verschwindet die verkfirzte Chiralit~itsfunktion ftir Isomeren- 
gemische vom Typ (e-/~(3))z~L wie z. B. dL  mit 

= �89 (e + (234) + (243)}, 

Die Komponente Z(~ (3)]L) kommt in der Tetraederklasse nicht vor. Die Kom- 
ponente Z(C~(S)lL) beschreibt die Chiralit~itsbeobachtung an den Allenderivaten 
nur insoweit, als dafiir tetraederartige Einfltisse mal3gebend sind. Insbesondere 
wird sie ftir alle chiralen Molektile mit Ligandenpartitionen, die gr6Ber als 7 (5) 
sind, identisch Null. Entsprechend werden beim Ubergang zur Tetraedersym- 
metrie diese Molekiile achiral. 

Die Komponenten )~(/r und Z(/r h~ingen von verschiedenartigen 
Parametern 2(3)(l) und 2(5)(/) ab, mit denen der tetraederun~ihnliche und der 
tetraederartige Einflul3 beschrieben wird. Wir k6nnen 2(3)(/) und 2(5)(/) unabh~ingig 
voneinander experimentell bestimmen, indem wir die Orthogonalit~itsrelationen 
zwischen den Projektionsoperatoren zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen 
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der ~4 ausntitzen, d. h. Messungen an Isomerengemischen vom Typ ( e -  p(s))c~L 
zur Bestimmung von 2(5)(l) und vom Typ (e -/~(5)) ~L,  z. B. cL mit 

c=�89 eL+�89 ~ ' A [ - ~  } 

zur Bestimmung von 2(3)(/) vornehmen. 

F/Jr Allenderivate aktive Ligandenpartitionen sind ? (3), 7(4), 7(s); alle fibrigen 
sind inaktiv. Der MeBwert einer Chiralit~itsbeobachtung an Allenderivaten mit 
Partitionen 7 (3) und 7 (4) sollte in dem Mage klein werden, wie der fiir die Messung 
maBgebende Gerfisteinflug tetraederartig wird. Messen wir dagegen z.B. die 
optische Aktivit~it an Allenderivaten bei einer Frequenz, die der Absorptions- 
stelle der kumulierten Doppelbindungen relativ nahe ist, dann sollte wegen der 
Geometrie der Doppelbindungen das Additionstheorem Zs(/r  relativ 
gut erfiillt sein. Der MeBwert f/jr Ensembles (e- /~(s))~L sollte also klein sein, 
verglichen mit dem MeBwert der einzelnen Komponenten des Gemischs oder 
verglichen mit dem Wert einer Messung an einem Ensemble der Form/~(3)~L. 

f) Viele der f/jr den Chemiker interessanten Ketoderivate geh6ren zur Molekfil- 
klasse mit der Gerfistsymmetrie Car gem~iB Fig. 22. 

Tabelle 8 

r~ (31) (21 ~) 

g 2 4 
z~ 1 1 
g~ 1 3 
k~ 1 2 

@ �9 

| | 

Fig. 22 

["T-t-'I-] 1 

I 

I 

I 

I 

s 

Fig. 23 
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Qualitativ vollst~indige Ans~itze: 

)~(IL) = 2~(2)(1) - 2(2)(2) + ,~(2)(3) - 2~2)(4) 

+ [~(4)(1)-2('*)(3)3 [2(4)(2)-~(4)(4)3 [,~(4)(1)-~(4)(2)+2~4)(3)-~4)(4)3, 

2(IL)  = &~2)(1) - (70(2)(2) + ( 7 ) ( 2 ) ( 3 )  - -  &~2)(4) 

+ &(4)(1, 2) + 63(4)(2, 3) + &(4)(3, 4) + &(4)(4, 1) 

mit (79(4)(1, 2)= -&(4)(2, 1). 

Die Verk/irzung auf eine qualitativ vollst~indige Chiralit~itsfunktion 
Molektile mit drei gleichartigen Liganden ffihrt auf ~iquivalente Ans~itze: 

f/Jr 

Z2(IL) = 2(2)(1) - ~(2)(2) + Jr(2)(3) -- ~(2)(4) 

= 2a( I L) = &(2)(1) -- (79(2)(2) + &(2)(3) -- &(2)(4) - 

Man erkennt, dab daftir eine in der Literatur als ,,Quadrantenregel" bezeichnete 
Aussage gilt, wonach Liganden in aneinander grenzenden Quadranten mit ver- 
schiedenem Vorzeichen zur Chiralit~itsbeobachtung beitragen. Diese Regel ist 
aber nicht mehr oder nur mehr n~iherungsweise gtiltig, wenn weniger als drei 
gleichartige Liganden vorkommen, denn ftir die qualitativ vollst~indige Beschrei- 
bung solcher Derivate brauchen wir den unverkfirzten Ansatz. Die Additions- 
theoreme 

z :  ( , ~ ) ~ ,  I L) - 0 

entsprechen z.B. dem Verschwinden des verkiirzten Ansatzes ffir Isomeren- 
gemische zum Ensembleoperator 

= �89 {a + (1234)}, 

obwohl das Isomerengemisch 

z~L+ �89  (!) | | | } - |  | + | | 

bei verschiedenartigen Liganden 11, 12,/3, 14 chiral ist. Der verkfirzte Ansatz ver- 
schwindet beim f.)bergang zur Molek/ilklasse c), obwohl Molektile mit vier ver- 
schiedenartigen Liganden dabei chiral bleiben. 

3. Fiinf Geriistpliitze 

Molekfilklasse zur Gertistsymmetrie Csv gem/iB Fig. 24, z.B. Ferrocen- 
derivate, in denen einer der beiden Cyclopentadienylringe nur Wasserstoffatome 
als Liganden enth~ilt. 
I9 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 19 
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Tabelle9 I I I 1 I 1 | 

r~ (315 ) [ 

2 
z; 2 
9; 3 [ 
k~ 2 

I 

F ,  

1 

[ 

Fig. 24 ~ 7 

Fig. 25 

Qual i ta t iv  vollst~indige Ans~itze: 

Z ( IL )  = a]~ {[2~4)(1) - 2(14)(2)2 3 + [2~4)(2) - 2?)(3)3 3 + [214)(3) - 2(14)(4)] 3 
+ [2~4)(4) - 2?)(5)] 3 + [214)(5) - 2]')(1)] 3 } 

+ a ~ { [ 2 ? ~ ( 1 )  - ~4~(3)]3 + [2~4~(3)-  ~4~(5)13 + [~4~(5) - ~4~(2)]  3 

+ [2~4)(2)- 214)(4)] 3 + [27)(4) - 2(14)(1)] 3 } 

+ a ? ) { [ 2 ? ) ( 1 )  - 2(24)(2)] 3 + [2(24)(2) - 2(24)(3)] 3 + [2(24)(3) - 2(24)(4)] 3 

+ [~?~(4) - ~?~(5)]  3 + [~?~(5) - X?~(1)] 3} 

+ a (2~{[2?~(1)  - 2 7 ~ (3 ) ]  3 + [27>(3 )  - 2 7 ! ( 5 ) ]  3 + [ 2 ? ~ ( 5 )  - 2?> (2 ) ]  3 

+ [2(24)(2) - 2(24)(4)3 3 + [ 2 ? ) ( 4 )  - 2 7 ) ( 1 ) ] 3 } ,  

2 ( I L )  = 6014)(1, 2) + 60(14)(2, 3) + 69(14)(3, 4) + 60(~4)(4, 5) + 6014)(5, 1) 

+ 6o(2")(1, 3) + 60(24)(3, 5) + 60(24)(5, 2) + 60(24)(2, 4) + 60(24)(4, 1) 

mi t  60(a4)(1, 2 ) =  -60~4)(2, 1); 607)(1, 3 ) =  -60?)(3 ,  1). 
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4. Sechs Geriistpldtze 

Ftir alle Zahlen n ____ 6 zeigt sich der Unterschied unserer Halbordnung zu der 
bisher fiir Partitionen tiblichen Ordnung. Wir beniitzen aber die alte Ordnungs- 
definition, wonach eine Partition gr6Ber ist als eine andere, wenn yon oben 
beginnend die erste unterschiedtiche Zeile gr6ger ist, zur fortlaufenden Nume- 
rierung yon Partitionen und Darstellungen. 

a) Klasse der Cyclopropanderivate entsprechend Fig. 2 mit der Gerfistsymmetrie 
D3h. 

i . I  I I I  I1 

Tabelle 10 

F~ (42) (41 z ) (321) (312 ) (23 ) 

7 3 4 6 7 8 
z~ 1 1 1 2 1 
9~ 2 3 4 6 6 
k; 2 2 3 3 4 

Der qualitativ vollst~indige Ansatz ist, wie 
aus dem Schema ersichtlich, umfangreich. 
Daher schreiben wir nur die verktirzten An- 
s~itze )~2(IL) und 22([L) auf. Aus dem Ver- 
bandsschema entnimmt man: Z2(IL) ist 
qualitativ vollst~indig ffir alle Molektile mit 
h6chstens zwei verschiedenen Liganden- 
sorten; 22(IL) ist qualitativ vollst~indig ftir 
alle Molektile mit den Ligandenpartitionen 
7(3), ~)(4-) und y (5). 

19" 

I J l J l l 2  

I " H A  

/ \ 
5~7q ~ ,  

\ / 
~ 6 

/ \ 

\ / 

I 

1 

Fig. 26 



276 E. Ruch und A. Sch6nhofer:  

% 2 ( [ L )  = [2(3)(1) - 2(3)(2)]  [2(3)(4)  - 2(3)(6)]  - [2(3)(1)  - 2(3)(3)]  [2(3)(4) - 2 (3 ) (5 ) ] ,  

22(IL) = ~(3)(1 ,  5) q- 69(3)(2, 6) + ~(3) (3 ,  4) - 6 /3 ) (1 ,  6) - ~(3) (2 ,  4) - 63(3)(3, 5) 

--}- (79(4)(1, 2) + 6r 3) + ~o(4)(3, 1) - d)(*)(4, 5) - 69(4)(5, 6) - 69(4)(6, 4) 

mit (o(3)(1, 5) = 69(3)(5, 1); &(4)(1, 2) = -69(4)(2, 1). 

b) Molekfilklasse gemM3 Fig. 5 mit der 
Gerfistsymmetrie Oh. 

IIm I__LA 1 

Tabelle 11 

& (3~ ~) (2 ~) 

7 8 
z~ 1 1 
g~ 6 6 
k~ 3 4 

r - F T - F V 7  2 

I 

/ \ 

8@ 

\ / 

/ \ 

\ / 

I 

Fig. 27 

�9 
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Quali tat iv vollst~ndiger Ansatz nach dem ersten Verfahren: 

Z( 1L)=[2(7)(1)-2(7)(3)]  [2(7)(2)-2(7)(4)] [2(7)(5)-2(7)(6)] 

�9 {[2(7)(1)-2(7)(2)] [2(7)(1)-2(7)(6)] [2(7)(2)-2(7)(6)] 

+[2(7)(1)-2(7)(4)]  [2(7)(1)-2(7)(5)] [2(7)(4)-2(7)(5)] 

+[2(7)(2)-2(7)(3)]  [2(7)(2) 

+[2(~)(3)-2(7)(4)]  [2(~)(3) 

+[2(7)(1)-2(7)(2)+2(7)(3) 

�9 [2(7)(2)-2(7)(5)+2(7)(4)-  

-2(7)(6)] [2(7)(4)-2(7)(6)] 
--2(7)(4)] [2(7)(1)--2(7)(5)+2(7)(3)--2(7)(6)] 
2(7)(6)]} 

+[2(8)(1)-2(8)(3)] [2(s)(2)-2(s)(4)] [2(8)(5)-2(8)(6)] 
�9 {[2(8)(1)-2(8)(2)] [2(8)(1)-2(8)(6)] [2(8)(2)-2(81(6)] 
+[2(8)(1)-2(8)(4)] [2(8)(1)-2(s)(5)] [2(s)(4)-2(8)(5)] 
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+[2(8)(2)-2(s)(3)]  [2(s)(2)-2(s)(5)] [2(8)(5)-2(8)(3)] 

+[2(8)(3)-2(s)(4)]  [2(s)(3)-2(s)(6)] [2(s)(4)-2(s)(6)] 

- [2 ( s ) (1 ) -2 ( s ) (2 )+2(s ) (3 ) -2 ( s ) (4 ) ]  [2(8)(1)-2(s)(5)+2(s)(3)-2(s)(6)]  

�9 [2(s)(2)-2(a)(5)+2(s)(4)-2(s)(6)]} .  

Es sei 
experimentelle Best immung der Parameter  bedeutet.  Mit  drei gleichartigen 
Liganden bzw. mit nicht mehr  als drei Ligandenar ten im Ligandensor t iment  
erreichen wir, dab die K o m p o n e n t e  in 2 (8) bzw. in 2 (7) verschwindet.  Entsprechen- 
des gilt ffir den Ansatz nach dem zweiten Verfahren, der etwa viermal so umfang- 
reich ist und deshalb hier nicht aufgefiihrt wird. 

bemerkt ,  dab der Umfang der Formel  keine Schwierigkeiten fiir die 

5. Acht Gerfistpldtze 

Molekiilklasse gem~iB Fig. 28 mit der Gerfistsymmetrie O h. 
Der  qualitativ vollstandige Ansatz ist sehr umfangreich und soll daher  hier 

nicht aufgeschrieben werden. Seine Aufstellung bereitet aber keine grunds~itz- 
lichen Schwierigkeiten. Wir begnfigen uns mit der Angabe der entsprechenden 
Tabelle und des Verbandsschemas.  

Tabelle 12 

F~ (521) (51 s ) (4 z ) (431) (42 z ) (421 z ) (414 ) (3212 ) (3221) (3213 ) (24 ) 

? 6 7 8 9 10 11 12 14 15 16 18 
z~ 1 2 1 1 2 2 2 2 1 1 1 
g~ 4 6 4 5 6 7 10 8 9 11 12 
kr 3 3 4 4 4 4 4 5 5 5 6 
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Fig. 28 

] t I I I 4 I E L 3 

2 i i I L I I I [ 
L - .J  

I r I I I I I 

/ \ 

/ \ / 

I ~ I F  = ~  
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] 12 

~p F 
/ \ / 

I6 F 
\ / \ 

\ / 
~~ ~ 

I 

I 
22 

1 
Fig. 29 
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AbschlieBend wollen wir eine Diskussion aller in dieser Abhandlung abgeleiteten 
Theoreme an Hand der vorliegenden und anderer Beispiele, insoweit sie hier nicht 
angefiihrt wurden, nochmals dem Leser empfehlen. 

Anhang A: Partitionenverband o und irreduzible Darstellungen der 6 .  

Ye i l  1 

Mit der Gr613errelation aus Kapitel 6 ist in der Menge der Partitionen bzw. 
der zugehOrigen Partitionsdiagramme eine Halbordnung erkl~irt. Sie repr~isentiert 
ffir unsere Fragestellung relevante Eigenschaften der Partitionen und ffihrt in 
ihren Konsequenzen bezfiglich der Theorie der Darstellungen der symmetrischen 
Gruppen fiber das hinaus, was aus dem in der Mathematik seit 1901 fiblichen 
Ordnungsbegriff [8] diesbezfiglich abgeleitet werden konnte 7. 

Die Erkliirung der Relation 3 unter Bezugnahme auf die Partialsummen 
o~ und u~ zeigt, dab die Vertauschung der Relationen 3 und C einer Uminterpreta- 
tion von Zeilen als Spalten und Spalten als Zeilen entspricht. Der Obergang zur 
dualen Halbordnung ~indert daher an der Struktur der Halbordnung nichts; 
die Halbordnung ist selbstdual. 

Um nachzuweisen, dab die Halbordnung ein Verband ist, haben wit zu zeigen, 
dab zu jedem Paar von Partitionen 7 und ~' ein Infimum und ein Supremum 
existieren. Gegebenenfalls sind dann die Operationen Durchschnitt und Ver- 
einigung definiert durch 

7 n 7' = inf(7, ~') 

Behauptung: 

mit 

und 7 w?' = sup(7, 7) .  

inf(7, 7) = ?D, sup (~, y') = 7 v 

o/D = Min (oi, o;), u v = Min (ui, u;), i = 1,. . . ,  n. 

Da die Halbordnung selbstdual ist, genfigt es, den Beweis ffir das Infimum zu 
ffihren. 

c0 o~ = Min(oi, o'i) ist eine eindeutige Rechenvorschrift, die zu einem Diagramm 
ffihrt, denn wegen 

rid _ riD+ 1 = 2 o ~ - o ~ -  1 -o~+ 1 = 2 M i n ( o l ,  o'i)-Min(oi-l,oi-j-Mln(oi+l,oi+J' " ' 

> 2 Min (ol, o'i) - Min (ol- 1 + oi + 1, o'i_ 1 + o'i + 1) 

= Min(2o~_ 1 +2v~, 2oi_ 1 + 2v'~)-Min(2o~_l + v ~ + v ~ +  1, 2oi_ 1 + v'~+ v'i+ j > 0  

nimmt die L~inge der Zeilen nach unten nicht zu. 

fl) yD ist die gr6Bte Partition mit der Eigenschaft 7Dc ~ und yDC ~', denn wit haben 
jede Zeilensumme o~ so grol3 gew~ihlt, wie es unter diesen beiden Bedingungen 
fiberhaupt m6glich ist. 

6 BeziJglich der Grundbegriffe fiber Halbordnungen und Verbgnde vgl. z..B. [2]. 
7 Eine Publikation, die systematische Behandlung der rein mathematischen Konsequenzen 

betreffend, ist in Vorbereitung. 



2 8 0  E .  R u c h  u n d  A .  S c h 6 n h o f e r :  

Die in der Literatur gebr~iuchliche Ordnungsrelation ~ > ?' ffir Partitionen 
mit der Definition: 

7 > 7', wenn von oben nach unten fortschreitend ftir die erste unterschied- 
liche Zeile der beiden Diagramme gilt v~ > v'i 

ist sicher erftillt, wenn 7 D ~' gilt. Die Umkehrung dieser Behauptung trifft nicht zu. 
Die Ordnung mit der Relation > ist homomorphes Bild der Halbordnung mit 

der Relation D. 
Durch Inspektion findet man, daB ffir die Zahlen 1 bis 5 die Relationen > 

und D fibereinstimmen, ffir 6 und alle gr6Beren Zahlen dagegen nicht. Ebenso 
findet man, daB ffir alle Zahlen n > 7 der Verband nicht mehr modular ist. 

Teil 2 

Die Festsetzungen fiber die Anwendung von Permutationsoperatoren ~ und 
(9(o) auf Variable und K~istchenziffern in einem Tableau gem~ig Kapitel 6 und 
die Bezeichnungsweise entsprechen v611ig dem Formalismus ftir Funktionen in 
Kapitel 4. 

Aquivalente Tableaux ~(g ] L) -~ 7(L6 [ ~- 1 L) entsprechen den verschiedenen Auf- 
fassungen von einem funktionellen Zusammenhang gemgB ~o(glL ) ~ ~o(go[o- 1 L). 
Aussagen fiber die Operationen o und (9(6) an Tableaux sind unmittelbar auf 
Funktionen fibertragbar. 

Neben der Gruppe !~ <r> aller Permutationen innerhalb der Zeilen von 7(r)([L) 
ben6tigen wir die Gruppe ~(r) aller Permutationen innerhalb der Spalten von 

Die Gruppen t ~ )  = ~ 1 ~(r) ~ und !~)  = 6~- ~ ~(r) ~ bezeichnen Permutationen 
aller gleichartigen bzw. von verschiedenartigen Variablen eines geordneten 
Molektils mit einer Ligandenpartition zu 7 (r), wenn die gleichartigen Variablen in 
jeweils einer Zeile des Tableau 7(~3( [~;- ~ L) zu finden sind. 
Mit den Projektionsoperatoren 

1 

" 1  ' ~ 2  . . . . .  n �9 ~e~g ~) 

und 
~ 2  = 1 

zur identischen Darstellung von ~ ) ( 0 )  und zur alternierenden Darstellung von 
~)((9) ist der Young-Operator Y/~) folgendermaBen festgelegt: 

Y/~) = ~(~)~(~) mit der Eigenschaft ayes) 2 ~ ~(~). 

Wit ben6tigen sp~iter auch den Operator 

~7~ r) = ~ ) ~ )  mit der Eigenschaft ~ ) ;  ~ Y)~). 

~(r) und ~ )  liefern bei Links- und bei Rechtsanwendung der Operatoren (9(6) 
mit 6 e ~ ,  jeweils einen irreduziblen Darstellungsraum zu F~, und es existieren 
Zerlegungen des Projektionsoperators ~(~) in der Form 

~(~)= K~ ~ (9(6-1)~ = K~ ~ (9(6-1)~(~)(_9(~) miteinemZahlenfaktorK~. 
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Folgender Satz zeigt etwas von den mathematischen Konsequenzen unserer 
Halbordnungsdefinition und gibt uns die M6glichkeit zum Beweis des auf Seite 249 
benutzten Theorems. 

Ffir zwei beliebige Partitionsdiagramme ~(o und 7 (~) zur Zahl n gilt: 

~) Falls zwischen 7 (o und 7 (s) die Relation 7(')~ 7 (s) besteht, gibt es zu jedem 
Tableau 7(s)([o'L) mindestens ein Tableau 7(~ in dem keine SpaRe 
zwei Variable aus einer Zeile yon 7(s)(Io'L) enth~ilt. 

/?) Falls 7( '))7 (s) gilt, finden wir bei jedem Paar von Tableaux 7(~)(IoL) und 
7(~)([SL) in mindestens einer Spalte von 7(o([oL) zwei Variable aus einer 
Zeile von 7(~)([JL). 

Beweis 
Um die Variablen aus 7(~)([o'L) so in 7 (') einzuftillen, dab nicht zwei Variable aus 
einer Zeile von 7(s)([o'L) in eine Spalte von 7 (o kommen, mtissen fiir die Variablen 
aus der ersten Zeile von 7(~)([o'L) mindestens v(~ s) Spalten in 7 (o zur Verftigung 
stehen. Es mug also gelten o([ ) > o(~ s). Ftir die Variablen aus der zweiten Zeile von 
7(s)([o'L) miissen noch v(2 ~) leere Pl~itze in verschiedenen Spalten von 7 (o zur 
Verffigung steben. Es mug also gelten o(1 ~  o(~)+ r o > v(z ~), und daraus folgt 

(r) > ,~(s) Ftir die Variablen aus der dritten Zeile von y(~)( 16' L) mtissen noch v(3 s) 0 2  = v 2  �9 

freie Pl~itze in verschiedenen Spalten von 7 (o zur Verffigung stehen. Es mug also 
gelten ~2"~(r)- vz "~(~) -" v3 "'(r) = > v(f, d.h. ,,(r)> ,~(~) In dieser Weise fortfahrend finden wir ~ 3  = t ' 3  �9 

ffir die M6glichkeit des Umfiillens von 7(~)([o'L) in 7 ('), ohne zwei Ziffern aus einer 
Zeile in eine Spalte zu bef6rdern, die notwendige und hinreichende Bedingung 
ol ~ > ol ~) ffir i = 1, ..., n, d. h. also 7 (o 3 7 (~). Man entnimmt aus dieser Uberlegung 
ohne Mtihe den speziellen Befund ftir die Tableaux 7(')([oL) und 7(~)( [~L): 

7) Falls die Relation 7 (o 3 7 (s) besteht, enth~ilt das Tableau 7(o(toL) in keiner 
Spalte ein Variablenpaar aus einer Zeile yon 7(~)([oL). 

Wegen der Selbstdualit~it der Halbordnung bleiben die S~itze cr und 7) richtig, 
wenn wir die Relationen 3 und C und gleichzeitig die Worte ,,Zeile" und ,,Spalte" 
vertauschen. 

Da jede Permutation in jedem Tableau eindeutig erkliirt ist, k6nnen wir unter 
den Produkten ~(~)6~(~)9 (s) und 9 (~) (9(o)~(r) Operatoren verstehen, die bezfiglich 
der Zeilen eines Tableau symmetrisieren, umftillen und dann beziiglich der 
Spalten eines anderen Tableau antisymmetrisieren und umgekehrt. Nach Satz/~) 
ist mindestens ein Nummernpaar  dabei, bezfiglich dessen sowohl symmetrisiert 
wie antisymmetrisiert wird, wenn 7(o~7(~) gilt. Ersetzen wir (9(o) durch 
(9(o~)(9(o)(9(o~ -~) und multiplizieren wir das Produkt links bzw. rechts mit dem 
Operator (9(~-a) bzw. (9(o~), dann erhalten wir die Gleichungen 

9~)(9(o)~) ] = 0  fiir alle o~ ~ .  undbeliebige cr, z, falls 7(')97 (~) 

und daher auch 

(s) ~(r) = 0 
ffir alle d aus der Gruppenalgebra 

und beliebige o-, -c, 
falls 7(o~?(~). 
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Mit der Zerlegung ~ )  = K~ ~ (9(~-~)~)~)(9(~) bei beliebigem a folgt schlieB- 

lich der auf die Gleichungen bezogene Teil der Aussagen 

~7 (r) ~b 7 ~) 
ffirjedes a, falls [7(~)37~), 

ffirjedes ~, falls [7t~)C7~). 

Den Beweis der Ungleichungen fiihren wir nur fiir das Produkt N(r) ~ ) ,  da wir 
das Produkt ~ ( r )~)  in dieser Abhandlung nicht ben6tigen. Es genfigt zu zeigen, 
daB es eine Funktion t/(r)(]L) = t/(r)(xl . . . . .  x,) von n Verlinderlichen xi gibt, die 
yon N~r)~(~) ffir 7 ~r) 3 7 (~ nicht annulliert wird. Wir w~ihlen das im Text Seite 259 
erw~ihnte Produkt Vandermondescher Determinanten 

v(2r) 0 < i < k  <#(tr) 

~(r)( I L)= H H [Xo~'+t--Xo'2+d , 
t = l  i,k 

von dem wir die spFtter bewiesene Eigenschaft ~r ]L)--t/t~)(IL) vorweg- 
nehmen und daher nur noch die Ungleichung ~t~)/Ttr)(]L) ~ 0 zu beweisen brauchen. 
Diese Ungleichung geht unmittelbar aus der Tatsache hervor, daB wegen 7) bei 
Identifizierung der Variablen jeweils einer Zeile aus 7c~)(IL) keine identifizierten 
Variablen in einer Spalte von 7r stehen und daher keine der Differenzen 
im Produkt/Tt~ i L) verschwindet. Ffir die Funktion t/r ]L ) gilt aber im Falle 
der genannten Gleichsetzung, d. h. ffir das spezielle Argument L r die Beziehung 
~)/7~)( ]/J~))=t/~~ iL~)); daher ist ~r)~)t/~r~(iL) nicht identisch Null, und 
dementsprechend gilt N(~) ~ )  r 0 ffir 7 ~) 3 7 (~). 

Ein nicht verschwindendes Produkt ~(~)~r = ~1~(~)r 0 von ~(r) mit einem 
Element ~r der Gruppenalgebra ist Vektor eines im allgemeinen reduziblen 
Darstellungsraums zu F~, und die Vektoren (9(o)~r (r) spannen einen solchen 
Darstellungsraum fiir Linksmultiplikation mit Gruppenelementen auf. Daher 
folgt aus ~ ) r  fiir 7~)~7 ~) die Existenz einer Permutation (9(o~), so dab 
~ (~) (9 (~)s r162  gilt. Wir multiplizieren yon links mit (9(~; -~) und erhalten 
zusammen mit dem obigen Resultat ftir 7 (r) ]37 ~3 die Beziehungen 

.~3~r ~ { = 0 ffir beliebiges a, falls 7 ~) ~b 7 ~) 
0 ffir geeignetes ~, falls 7 ~) 3 7 (~) und ~r # 0 " 

Mit ~r an Stelle von ~r erhalten wir die Beziehungen auf Seite 249, die Basis- 
gleichungen ffir die (3bersicht fiber aktive und inaktive Ligandenpartitionen. 

Man kennt folgende Aussagen fiber die Umffillung der Ziffern innerhalb 
eines Diagramms: Von einem Tableau 7~)(IL) ffihren alle Permutationen (9(~), 
die nicht im Komplex ~(r)((9)~(~)((9) liegen, zu einem Tableau 7~)(~-~IL), in dem 
mindestens zwei Zahlen aus einer Zeile yon 7~~ in einer Spalte stehen. Eine 
Permutation aus dem Komplex ~")((9)~(")((9) dagegen hat diese Eigenschaft 
nicht (vgl. z.B. [-3]). Dieser Sachverhalt l~igt sich in Gleichungen formulieren, 
wenn man beriicksichtigt, daB ~(~) und ~(o direkte Produkte symmetrischer 
Permutationsgruppen beziiglich der Spalten bzw. Zeilen desselben Tableau sind 
und daher auBer der Gruppeneinheit keine Permutation gemeinsam haben. Die 
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Zerlegung einer Permutation aus ~)~(~)  bzw. ]~(ri~(r) in ein Produkt yon Per- 
mutationen aus den beiden Gruppen ist daher bei vorgegebener Reihenfolge der 
Faktoren eindeutig. Mit p f~r die Parit~it der Permutationen aus ~ )  ergibt sich 
deshalb 

Tell 3 

1. Polynomansatz 

= ( - 1 ) ~  (~) } {~ e ~ ) ~  ("~ 
, falls o r ~(~)!~ (~)' 

= ( -1 )P~(~  falls [ o r  o. 

Ein nicht verschwindendes Polynom niedrigsten Grades zur Darstellung Fr 
ist homogen und geh6rt daher zu einem Funktionenraum, der von Monomen 
desselben Grades bei Induktion nach der Gruppe 6,((9) aufgespannt wird. Fiir 
ein solches Monom o~( IL)  =x~lxqz2 ... xq, ~ muB es m6glich sein, die n Faktoren 
x~' so in die K~istchen des Diagramms 7 tr) einzuffillen, daB nicht zwei Variable 
der gleichen Potenz in einer Spalte stehen; denn w~ire das unm6glich, dann 
wiirde jeder Operator ~ )  beziiglich zweier Faktoren antisymmetrisieren, in 
denen das Monom symmetrisch ist, und damit wfirde auch der Operator 
~(r)=K,~2.~(2)~(~) das Monom annullieren. Ein Monom niedrigsten Grades, 
ffir das diese Situation zu vermeiden ist, zeichnet sich dadurch aus, daB eine Ein- 
ffillung in das Diagramm m6glich ist, bei der in der ersten Zeile nur Variable 
in nullter Potenz, in der zweiten Zeile nut Variable in erster Potenz stehen usw. 
Damit ergibt sich der Grad 

gr= 2 
i = i  i = l  

Ein Monom der beschriebenen Art ist folgendes: 

co(~ o o o 1 1 2 . 
= X 1 X  2 . . .  X o ~ ) X O ~ ) +  I . . .  X o ~ l X o ( f ) +  l . , .  Xn#~ " ) - 1  

Zur Feststellung der Ungleichung N{~ t L ) ~ 0  bedienen wir uns des Ver- 
gleichs mit dem Polynom tff)(lL ) auf Seite 282, das ebenfalls vom Grad grist 
und entsprechend der Beziehung ~(%ff)(IL) =tff)([L) zur alternierenden Dar- 
stellung der Gruppe ~)((9) geh6rt, tff)(]L) ist das Polynom niedrigsten Grades 
mit dieser Eigenschaft und ist dadurch bis auf einen Zahlenfaktor festgelegt. 
Es muB nichtverschwindende Linearkombination von Monomen mit dem Grad g~ 
vom Typ or ) sein, denn wir haben gesehen, dab andersartige Monome mit 
demselben Grad von Operatoren ~ )  mit beliebigem e annulliert werden, Mit 
geeigneten Koeffizienten a(o) gilt daher 

r/(")( IL)= ~ a(~)e/")(~lL) = ~ a(o)~(r)(9(~-:t)~(~)(9(~)co(")(~lL) 

~- I ~ ( ~ ) ~ ( r )  

~%ff) ( IL)  = c~Y/t~ ~r)co~)(IL) = c~/t~)cot~ = rff)(]L) ~ O, 
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also auch 

Aus der unten angeffihrten Gleichung folgt andererseits 

~(~)(o(~)( tL)= C~(r)co(r)([L), 

und da der Operator o~(~) Vektor zu einem irreduziblen Darstellungsraum 
ffir F~ ist, kann geschlossen werden, dab ~o(r)(IL) und damit jedes Polynom vom 
Grad gr, das von ~(r) nicht annulliert wird, die Darstellung Fr genau einmal in- 
duziert. Es gilt also 

t~= 1. 

Die noch beweispflichtige Gleichung erhalten wit aus den Gleichungen Seite 283 
unter Berficksichtigung von 

~(~)~(~) ~(r)~(~) und ~ ( _ _ l ) p ( ~ ( O - 1 ) : u ( r ) !  . . .  /t(r)! ~,[r)[ . . .  V(r)[ @(r). 

Dabei finden wir n~mlich 

= C,~r C~(~)~ (') mit C~ ~eO. 

Das Resultat ~(~)~(~)=C~(r)~ (~) zeigt die Gfiltigkeit der oben verwendeten 
Gleichung und dariiber hinaus, dab bei Linksanwendung von Operatoren 
(9(6) auf ~(~)~(~) die Darstellung F,. genau einmal induziert wird. Damit ist also 
auch die Aussage von Seite 258 bewiesen, wonach es unter 

~z(9(~)~(~)~(~) mit ~ ,  

genau z~ linear unabh~ingige Operatoren gibt. 

2. Ansatz nach dem zweiten Verfahren 

Bezogen auf n Variable xl ist eine Funktion, die nur yon k < n Variablen ab- 
h~ingt, symmetrisch in den fehlenden n - k. Soll die Funktion eine Darstellung Fr 
induzieren, so muB es mbglich sein, die x i derart in die Kiistchen des Diagramms 
7 (~) einzuffillen, dab in keiner Spalte zwei Variable stehen, die in der Funktion 
fehlen; denn w~ire das unmbglich, dann wfirde der analoge SchluI3 wie in i zum 
Resultat fiihren, dab alle Operatoren ~(~) mit beliebigem o- die Funktion annul- 
lieren. Die kleinste Zahl kr ist demnach gegeben dutch die Gleichung 

k~ = n - o~ r) . 

Fiir die Zahl t~ zu einer solchen Funktion cb(r)(~IL) gilt unabh~ingig yon 6: 

t~ = Dimension jener irreduziblen Darstellung Jr von ~k., welche aus F, durch 
Weglassen der ersten Zeile entsteht. 

Beweis 
Die Gruppen ~(~,1) und ~(~) sind unten erkl~irt. &(")( IL)=6o(")(xo~)+l, ...,x,) 
geh6rt zur identischen Darstellung A~ von ~(" ')((9) und sei im fibrigen allgemein, 
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d. h. die Induktion von ~(~' ~)((9) nach ~,((9) verlaufe regul~ir (vgl. [6]). Das trifft 
dann auch ftir die beiden Teilschritte von ~("'/)((9) nach ~(~' ~)((9) x ~)((9) und von 
~(" 1)((9) x ~!)((9) nach ~,((9) zu. Beim ersten Schritt werden nur die irreduziblen 
Darstellungen A ~ x A~ induziert, und zwar jede davon so oft, wie die Dimension der 
irreduziblen Darstellung J~ von ~(-~) angibt. Die daraus beim zweiten Induktions- 

~ k  r 

schritt resultierenden irreduziblen Darstellungen von ~,((9) erhalten wir, indem 
wir die sogenannten ~iuBeren Produkte A~ | bilden (vgl. z. B. [1]). Dabei zeigt 
sich, dab F~ von A~ x A~ einmal induziert wird, von den in~iquivalenten Darstel- 
lungen A t x As dagegen nicht. Weil A~ x A~ beim ersten Schritt so oft induziert 
wurde, wie die Dimension von A~ angibt, ist damit unsere Behauptung bewiesen. 

Ftir den Beweis der Formel auf Seite 261 ben6tigen wir auf Abschnitte der 
Tableaux 7(r)(]L) bezogene Permutationsgruppen. Zu diesem Zweck ffihren wir 
eine Bezeichnung ffir Teiltableaux ein, und zwar sei 

T(~'x)(IL) die erste Zeile von ?(~)(IL) mit den K~istchennummern 1, ...,o~ r), 

7(~'~-)(]L) das Tableau ohne die erste Zeile von 7(~)(]L) mit den K/istchen- 
nummern o~ ~) + 1, ..., n. 

Auf Zeilen und Spalten bezogene symmetrische Gruppen seien entsprechend 
bezeichnet, also insbesondere sei 

~(r't) die Gruppe der Permutationen bezfiglich der ersten Zeile von ?(r)(IL), 

~(~' a) der Projektionsoperator zur identischen Darstellung von ~(~'/)((9); 

~(k~ ) bezeichne die Gruppe aller Permutationen zum Tableau 7 ("'-1)( ] L). 

Alle Permutationen, die nicht zwei Variable aus der ersten Zeile von 7(")(IL) 
in eine Spalte bef6rdern, sind die Permutationen des Komplexes ~(~)~(1)~(~,a) 

k r ~ . 

Wegen der Vertauschbarkeit der Permutationen aus ~(~'~) und ~ )  und da 
der Durchschnitt von ~(~) und ~(~'~) nut die Einheitspermutation enthNt, gibt 
es ein Repr~isentantensystem ~ von Permutationen Y aus der Gruppe ~a)  ~k;, so dab 
nach Festlegung von ~ alle (9(6)e ~(*)((9)~(k1)((9)~(r'1)((9) in eindeutiger Weise 
gem~ig 

(9(6) = (9(3) (9(~) (9(6') mit 3e~(~) ,6 ' e i2  (~'1) und g e ~  (!) 
k r  

zerlegbar sind. Dabei durchlaufen J und 6' alle Permutationen der entsprechenden 
Gruppen und ~ das Repr~isentantensystem. 

Wir erhalten damit 

/(-1)P~(r)(9(~.~("l), falls ~ ( r ) g s  

~(r)(9(6)~("1) = (0 ,  falls ~v-~ ~kr a~ ~'~(r) (~(1) r 1) ' 

wobei p die Parit~it der Permutation J in der Zerlegung 6 = J~-6' bezeichnet. 
Mit 

r) 
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finden wir schlieBlich 

~(r) .~(,, 1) = Kr ~ (9 (~ - 1) 9(,) _~(r) (9 (0  ~<" 1) 

~ wobei (~, =//(() !...//(,~) ! v([)! K~. 

Damit  ist die Formel  auf Seite 261 bewiesen. 

Anhang B: Kriterien fiir die qualitative Vollst~indigkeit 
Tell 1 

Eine Chiralit~itsfunktion der Gestal t  (15a) ist nach Seite 242 genau dann 
qualitativ vollsf, indig, wenn ffir jedes r mit z r # 0 aus der Identit~it 

Zr Zr Sr tr 
Z .~(r) O-p(r) rM 

�9 *i ~toJt4~)~'0 t I L) = 0 
i = 1  i = 1  0=i t = l  

das Verschwinden aller Koeffizienten a~ r) folgt. 
Wegen der vorausgesetzten Allgemeinheit  der Funkt ionen  o)~')(IL) sind die 

~(r )  ..,(r)l n,,o)~'~ t [L) mit q = 1, ..., s,, t = 1, ..., t, 

l inear unabh~ingig, und die obige Bedingung lautet:  

Zr 

Aus ~. ,,(r) ,,(r) _ 0 muB a l ' )=  0 ffir i =  1, z r folgen. Notwendig  und hin- 
i = 1  

reichend daffir ist aber  8 

Rang (cl~IQ) = zr. 

Tell 2 

Die lineare Unabhgngigkei t  der Funk t ionen  ~(~)69~')(IL) ist notwendig und 
hinreichend ffir die quali tat ive Vollst~indigkeil: der Chiralit~itsfunktion 

Zr 

Beweis 
~) Die Funkt ionen  ~ ( ' ) ~ ' ) ( I L )  seien linear unabh~ingig. Mit  einer geeigneten 
~-unabh~ingigen Auswahl von n, Permuta t ionen  ~, gibt es zu jedem z eine Basis 

(9(~j1)~( ' )6~')([L) mit a =  1 . . . . .  n, 

in einem Dars te l lungsraum ftir F,. Wit  t ransformieren auf Basisfunktionen r ) 
zum Koord ina tensys tem der ~}~): 

n r  

i = 1  

wobei (91~)) jedenfalls eine nichtsingulgre Matr ix  der Dimension n r ist. 

Vgt. z. B. [9"1. 
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Dami t  gilt aber 
Zr  

IL)= 
i = 1  

mit einer Teilmatrix (gl~)) vom Rang z,. 
Zu jedem r existiert also eine Auswahl  yon  z r linear unabh~ingigen Funkt ionen  

~z(_o(o~- 1)~(,)&~,)(IL) ftir jedes ~. 
Bei geeigneter Numer ie rung  der % ist daher  die Chiralit~itsfunktion 

Zr z r  z r  

q)( IL)=~x Z Z a~(9(~176 IL)= Z Z Z a~gl;)r ) 
r a , ' ~ = l  r i = 1  a , z = l  

qualitativ vollstandig, wenn (gem~iB Seite 242) fiir jedes r mit z, # 0 aus der Identit~it 
Zr zr zr 

i = 1  i = 1  a , ~ = l  

das Verschwinden aller Koeffizienten al ') ftir i = 1 . . . .  , z, folgt. 
Die dafiir hinreichende Bedingung 

) (r) (r) Ran  gia aa~ = Zr 
a 1 

fiihrt wegen Rang  (g~) = z, zur Forderung  Rang (a~) = z,, und die damit  vertragliche 
Wahl  a(~ = 6,~ ergibt 2( IL) .  

/?) Aus der qualitativen Vollst~indigkeit von 2 ( I L )  folgt die lineare Unabhgngig-  
keit der ~(')(5~)( I L), da diese per definitionen zu linear unabh~ingigen Darstellungs- 
r~iumen geh6ren miissen. 

Teil 3 

N a c h  dem Satz yon  Burnside k o m m e n  unter den Matrizen jeder irreduziblen 
2 linear unabh~ingige vor. Das  heiBt nichts anderes, als dab der Darstel lung F~ n, 

2 Rang der Matr ix DI~)(o - 1) mit (i,j) als Zeiten- u n d ~  als Spaltenindex gleich n~ 
oder, wenn wir i nur  bis z r laufen lassen, gleich z, n, ist. Daraus  folgt die Behauptung 
yon Seite 254. 
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